
		
			
				9

			

		

		
			
				Алматы “Мектеп” 2019

			

		

		
			
				2-бөлім

				Жалпы білім беретін мектептiң 9-сыныбына арналған оқулық

			

		

		
			
				Қазақстан Республикасының Білім және ғылым министрлігі бекіткен

			

		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

	
		
			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

		

		
			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

		

		
			
				©	Әбiлқасымова А.Е., Кучер Т.П.,

					Корчевский В.Е., Жұмағұлова З.Ә., 2019

				©	“мектеп” баспасы, көркем безендiрiлуi, 2019

				Барлық құқықтары қорғалған

				Басылымның мүлiктiк құқықтары “Мектеп” баспасына тиесiлi

			

		

		
			
				Алгебра: Жалпы білім беретін мектептiң 9-сыныбына арналған оқулық. 2-бөлім / А.Е. Әбiлқасымова, Т.П. Кучер, В.Е. Корчевский, З.Ә. Жұмағұлова. — Алматы: Мектеп, 2019. — 152 б., сур. 

				ISBN 978—601—07—1094—8

			

		

		
			
					— анықтамалар, қасиеттер, ережелер

					— жаңа бiлiмдi меңгеру барысында шешiлетiн мәселе

					

					— пысықтау сұрақтары

					— теориялық материалды өзiндiк игеруге арналған тапсырмалар 

					

					— теорема немесе қасиеттiң дәлелдеуiнiң аяқталуы

					— қосымша материалдар

					— барлығы үшiн мiндеттi жаттығулар

					— орта деңгейлi жаттығулар

					— жоғары деңгейлi жаттығулар

					— ерітінділер мен қоспаларға берілген жаттығулар

					— практикаға бағытталған жаттығулар

					— электронды ресурстарды қолдануға арналған жаттығулар

			

		

		
			
					Шартты белгiлер:

			

		

		
			[image: ]
		

		
			
				А

				B

				C

			

		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			
				Авторлары: 

				А.Е. Әбілқасымова, Т.П. Кучер, В.Е. Корчевский, З.Ә. Жұмағұлова

			

		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

		

		
			
				ӘОЖ 373.167.1 

				КБЖ 22.14я72

				 А39

			

		

		
			
				
					ӘОЖ 373.167.1 

					КБЖ 22.14я72

				

			

			
				
					
						А

					

				

				
					
						4306020503—003

					

				

				
					
						404(05)—19

					

				

				
					
						11(1)—19

					

				

				
					[image: ]
				

			

		

		
			
				А39

			

		

		
			
				ISBN 978—601—07—1094—8

			

		

	
		
			
				3

			

		

		
			[image: ]
		

		
			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

		

		
			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

		

		
			[image: ]
		

		
			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

		

		
			
				ІV тарау. ТРИГОНОМЕТРИЯ
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							Бұрыштың радиандық өлшемі ұғымымен таны-сасыңдар; градусты радианға және радианды градусқа айналдыруды, 0; ; π; ; 2π сандарын бірлік шеңберде белгілеуді үйренесіңдер.
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				Бiр нүктеден шығатын екi сәуледен құралған гео-метриялық фигура бұрыш деп аталады (35-сурет). 

				Сонымен қатар сәуленi басынан бұрған кезде шығатын фигураны да бұрыш деп қарастыруға болады (36-сурет). Сәуленi бұрғанда оның алғашқы және соңғы орналасу жағдайына қатысты пайда болатын геометриялық фигура да бұрышты бередi. 

				Сәуленi бұру қарама-қарсы екi бағытта жүргiзiледi. Әдетте, сағат тiлi бағытына қарсы бұру оң бағыт, ал сағат тiлiмен бiр бағытта бұру терiс бағыт деп саналады (37-сурет). 

				Егер α бұрышы сәуленi сағат тiлi бағытына қарсы бұру арқылы алынса, онда бұрыш оң, ал сағат тiлi бағытымен бұру арқылы алынса, онда бұрыш терiс деп аталады (37-сурет).

				О нүктесi арқылы ОА сәулесiн α бұрышына бұруды орындайық. Бұру нәтижесiнде ОМ сәулесiн аламыз (38-сурет). 

				ОА сәулесiн α бұрышына, сонымен қатар терiс және оң бағыттарда кез келген бүтiн санға тең бұру орындалса, онда сол ОМ сәулесiне қайта ораламыз (38-сурет). 

				Демек, ∠АОМ = α бұрышына шексiз көп оң және терiс бұрыштар сәйкес келедi. Ол бұрыштарды β = α + 360°k формуласымен (мұндағы k — кез келген бүтiн сан, яғни k = 0, ±1, ±2, 3, …) беруге болады.

				
					
						
							
								[image: ]
							

						

					

					
						[image: ]
					

					
						
							Сендер білесіңдер

						

					

				

				
					
						
							
								
									
										[image: ]
									

								

							

							
								
									Түйінді ұғымдар

								

							

						

						
							[image: ]
						

					

					
						
							Радиан, градус, бірлік шеңбер

						

					

				

			

		

		
			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				
					35-сурет

				

			

			
				
					36-сурет

				

			

			
				
					37-сурет

				

			

			
				
					38-сурет

				

			

		

	
		
			
				4

			

		

		
			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

		

		
			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

		

		
			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			
				1. Егер сәуленi О нүктесi арқылы 20°-қа тең бұрышқа оң бағытта бұрса, онда сәуленiң орналасуына 20°, 380°, 740°, ... оң бұрыштар, немесе –340°, –700°, ... терiс бұрыштар сәйкес келедi.

				Барлық шыққан бұрыштарды (k = 0, 1, 2, 3, … болғанда, оң бұрыштар және k = –1, –2, –3,… болғанда, терiс бұрыштар үшiн) β = 20° + 360°k формуласымен өрнектеуге болады. 

				Егер сәуленi О нүктесiнен 40°-қа тең бұрышқа оң бағытта бұрса, онда сәуленiң орналасуына –40°, –400°, –760°, ... терiс бұрыштар немесе 320°, 680°, ... оң бұрыштар сәйкес келедi. 

				Барлық шыққан бұрыштарды (k = 1, 2, 3, … болғанда оң бұрыштар және k = 0, –1, –2, –3, … болғанда терiс бұрыштар үшiн) β = –40° + 360°k формуласымен өрнектеуге болады.

				Геометрия курсынан бұрыш өлшемi тәрiздi шеңбер доғасының ұзындығы да градуспен өлшенетiнiн бiлесiңдер.

				О нүктесiнен сағат тiлi бағытына қарсы бұрғанда шыққан бұрыштың градустық өлшемi толық бұрыштың  бөлiгiне, яғни бiр градусқа тең. Жазылуы: 1°.

				О нүктесiнен сағат тiлi бағытына қарсы толық бiр айналым жасағанда 360°-қа тең, ал О нүктесiнен сағат тiлi бағытымен бiр толық айналым жасағанда –360°-қа тең бұрышты аламыз (39-сурет). 

				1′ (минут) 1°-тың -iне, 1′′ (секунд) 1′-тың -iне тең болатынын еске түсi-рейiк. 
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				Математикада, сонымен қатар, физикада, астрономияда және тағы да басқа ғылымдарда бұрыштарды өлшеу үшiн радиан қолданылады. Көп жағдайда шеңбер доғасының ұзындығы ретiнде сол шеңбердiң радиусының ұзындығына тең доғаның ұзындығын алады (40-сурет).

				2. Егер “АВ доғасының өлшемi 2,3-ке тең” делiнсе, онда шеңбердiң бұл доғасының ұзындығы берiлген шеңбердiң радиусына тең болатын доғаның 2,3 бөлiгiнен тұратынын бiлдiредi (41-сурет). 

				Егер доға ұзындығының бiрлiгi ретiнде R радиусының ұзындық бiрлiгi алынса, онда шеңберде 2π доға болады, себебi шеңбердiң 
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				ұзындығы С = 2πR (мұндағы R — шеңбер радиусының ұзындығы) формуласымен есептелiнедi. 

				Шеңбердiң ұзындығын немесе доғаның ұзындығын осылайша өлшеу радианмен өлшеу деп аталады. 

				Сонымен, l доға ұзындығының радиандық өлшемi немесе α бұ-рышының шамасы ретiнде α бұрышын құрайтын шеңбер доғасының l ұзындығының R радиус ұзындығына қатынасы алынады (42-су-рет). Онда шеңбер доғасының l ұзындығына сәйкес α бұрышының радиандық өлшемiн былай жазуға болады: 

				α = ,

				мұндағы l — шеңбер доғасының ұзындығы, R —шеңбер радиусының ұзындығы, α — шеңбер доғасына сәйкес бұрыштың шамасы.

				Егер l = R болса, онда бұрыштың радиандық өлшемi 1-ге тең болады. Ондай бұрыш 1 радиандық бұрыш деп аталады (43-сурет).

				 

				
					
						Ұзындығы шеңбер радиусының ұзындығына тең доғаға сәйкес  келетiн центрлiк бұрыш 1 радиандық бұрыш деп аталады.

					

				

				1 радианды қысқаша 1 рад деп жазады.

				Ðàäèàí (“radius” ëàòûí òiëiíåí àóäàðғàíäà ñәóëå, ðàäèóñ äåãåí ìàғûíà áåðåäi) — ìàòåìàòèêàäà æàçûңқû áұðûøòàðäû өëøåéòií íåãiçãi өëøåì áiðëiê.
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				Шеңберде әрқайсының ұзындығы радиус ұзындығына тең 2π доға болғандықтан, толық бұрыш пен шеңбердiң ұзындығы 2π рад-ға тең (44-сурет). Жарты шеңбер мен жазыңқы бұрыштың радиандық өлшемi π-ге тең (45-сурет).

				Жарты шеңбердiң градустық өлшемi 180°-қа, ал радиандық өлшемi π рад-ға тең болғандықтан, 

				1) доғаның градустық өлшемi және бiр радианға тең бұрыштың шамасы  болады, яғни 1 рад =  ≈ 57°17′45′′; 

				
					[image: ]
				

				2) доғаның градустық өлшемi және бiр градусқа тең бұрыштың шамасы , яғни 1° =  рад ≈ 0,017 рад.
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				Градустық өлшеммен берiлген кез келген бұрышты радианға, ал радиандық өлшеммен берiлген бұрышты градустық өлшемге аударуға болады. 

				α° — қандай да бiр бұрыштың градустық өлшемi, a — сол бұрыш-тың радиандық өлшемi болсын, онда мына пропорция ақиқат: 

				α° : 180 = а : π. 

				Бұл пропорциядан а рад мен α° былай өрнектеледi: 

				а рад = , (1)

				α° = .  (2)

					(1) формуланың көмегiмен 30°, 45°, 60°, 90°, 120°, 135°, 150°, 180°, 270°, 360° бұрыштарын радианға айналдырыңдар. 

				Жиi кездесетiн бұрыштардың радиандық және градустық өл-шемдерi төменгi кестеде келтiрiлген (5-кесте). 

				5-кесте
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					Транспортирдiң көмегiнсiз тiкбұрышты үшбұрыштың бұрыштары мен қабырғалары арасындағы қасиеттердi қолданып, шеңберде 0°, 30°, 45°, 60°, 90° бұрыштарына сәйкес нүктелердi қалай салуға болады (46-сурет)?

				
					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						
							46-сурет

						

					

					
						
							47-сурет

						

					

				

				47-суретте өте жиi кездесетiн бұрыштар (градуспен және радиан-мен берiлген) шеңбер бойында нүктелермен белгiленген.

				3. 30° бұрыштың радианмен алынған жуық мәнiн табайық. 

				Шешуi. 30° =  (рад) болғандықтан, 30° ≈ (рад) ≈ 0,52 (рад), 30° ≈  (рад) ≈ 0,5236 (рад) және т.с.с. 

				
					[image: ]
				

				Жауабы: ≈ 0,52 рад, ≈ 0,5236 рад және т.с.с.

				4. a = 0,3 рад бұрыштың градуспен алынған жуық мәнiн табайық.

				Шешуi. α° =  формуласын қолданамыз:

				α° =  ≈  ≈ 17°.
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				Жауабы: ≈ 17°.

				Кез келген бұрышты градустық өлшемнен радианға немесе ра-диандық өлшемнен градусқа жылдам ауыстыру үшiн математикалық анықтамалықтарда арнайы кестелер берiлген. 
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				5. Санды шеңбердiң Pt нүктесiне сәйкес барлық сандарды (бұрыш-тардың шамаларын) табайық (48-сурет). 

				48-сурет

				 Жауабы: 1) t =  + 2πk, мұндағы k — кез келген бүтiн сан;

				 2) t =  + 2πk, мұндағы k — кез келген бүтiн сан;

					3) t =  + 2πk, мұндағы k — кез келген бүтiн сан.

					Жоғарыдағы мысалдың жауаптарының дұрыстығын тексерiңдер. 

					1.	Қандай бұрыштар оң, қандай бұрыштар теріс бұрыштар деп аталады?

					2.	Бұрыштар қандай бірліктермен өлшенеді?

					3.	Бұрыштың радиандық өлшемін градустық өлшемге және градустық өлшемін радиандық өлшемге қалай айналдыруға болады? 

				А

				19.1.	Егер бұрыштың градустық өлшемi:  

					1) 30°;	2) 45°;	3) 60°;	4) 90°;	5) 150°;	6) 180°-қа тең бол-са, онда бұрышты радиан арқылы жазыңдар. 

				19.2.	Егер бұрыштың радиандық өлшемi:

					1) ;	2) ;	3) ;	4) ;	5) ;	6) -ге тең болса, онда бұрышты градус арқылы жазыңдар.
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				19.3.	1) Теңбүйiрлi тiкбұрышты үшбұрыштың бұрыштарын;

				 2) теңқабырғалы үшбұрыштың бұрыштарын; 

				 3) тiктөртбұрыштың бұрыштарын π  радиан арқылы жазыңдар.
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				 19.4.	1) 1 рад; 2) 0,4 рад; 3) 2,3 рад; 4) –4,2 рад; 5) –3,5 рад; 6) –10 радбұрыштарды градуспен өрнектеңдер.

				 19.5.	Градуспен берiлген бұрышты радиан арқылы өрнектеңдер:

					1) 24°; 2) 240°; 3) 154°; 4) 1025°; 5) 2040°; 6) 2405°.

				 19.6.	Егер: 1) α = ;  2) α = ;  3) α = ;  4) α =   болса, онда α бұрышы қай ширекте жатады? 
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				В

				 19.7.	1) Ромбының бiр бұрышының радиандық өлшемi 0,2π-ге тең. Ромбының қалған бұрыштарының радиандық өлшемдерiн табыңдар. 

					2) Ромбының бiр бұрышының радиандық өлшемi 0,7π-ге тең. Ромбының қалған бұрыштарының радиандық өлшемдерiн табыңдар.  

				 19.8.	1) Теңбүйiрлi трапецияның бiр бұрышының радиандық өлшемi -ға тең. Трапецияның қалған бұрыштарының радиандық өлшемдерiн табыңдар. 

					2) Теңбүйiрлi трапецияның бiр бұрышының радиандық өлшемi -ке тең. Трапецияның қалған бұрыштарының радиандық өлшемдерiн табыңдар. 

				 19.9.	1) ;	2) ;	3) ;	4) ;	5) ;	6)  болатын бұрышқа сыбайлас бұрыштың радиандық өлшемiн табыңдар.
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				19.10.	α бұрышын α = α0 + 2πn (мұндағы п — бүтiн сан және 0 m α0 << 2π) түрiнде жазыңдар:

					1) α = 2,5π;	2) α = 14,3π;	3) α = –2,2π; 

					4) α = –19,7π;	5) α = –π;	6) α = –π.
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				19.11.	Егер: 1) α = 3,7π;	2) α = 4,2π;	3) α = –3,2π; 

					4) α = –9,8π;	5) α = –π;	6) α = –π болса, онда α бұрышы қай ширекте орналасқан? 
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				19.12.	Санды шеңбердiң бойына: 1) 30°; 2) 150°; 3) –150°; 4) –270°; 5) 420°; 6) –300°-қа тең α бұрышына сәйкес нүктенi салыңдар.
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				19.13.	1) Теңбүйірлі үшбұрыштың табанындағы сыртқы бұрышы 130°-қа тең болса, онда үшбұрыштың iшкi бұрыштарын радиан арқылы өрнектеңдер.

					2) Теңбүйірлі үшбұрыштың төбесiндегi сыртқы бұрышы 140°-қа тең болса, онда үшбұрыштың iшкi бұрыштарын радиан арқы-лы өрнектеңдер.

				19.14.	1) Теңбүйiрлi трапецияның үлкен табанындағы сыртқы бұрышы 120°-қа тең болса, онда трапецияның iшкi бұрыштарын радиан арқылы өрнектеңдер. 

					2) Теңбүйiрлi трапецияның үлкен табанындағы сыртқы бұрышы 110°-қа тең болса, онда трапецияның iшкi бұрыштарын радиан арқылы өрнектеңдер.

				С

				19.15.	Мына тұжырымдар ақиқат па:

					1) егер 0° < α < 90° болса, онда α — бiрiншi ширектiң бұрышы; 

					2) егер α-бiрiншi ширектiң бұрышы болса, онда 0° < α < 90°; 

					3) егер 90° < α < 180° болса, онда α — екiншi ширектiң бұрышы; 

					4) егер α-екiншi ширектiң бұрышы болса, онда 90° < α < 180°?

				19.16.	Дөңгелектiң бұрыштық жылдамдығы 23 рад/с. Дөңгелектiң минутына қанша толық айналым жасайтынын табыңдар. 

				19.17.	1) 3 сағ; 2) 6 сағ; 3) 9 сағ; 4) тәулiк бойына сағаттың минуттық тiлi қандай бұрышты (градустық және радиандық өлшемде) көрсетедi?

				19.18.	1) ;	2) ;	3) ;	4) ;	5) ;	6)  нүктесiн санды (бiрлiк) шеңберге салыңдар. 
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				19.19. Жүйенiң шешiмiн координаталық жазықтықта кескiндеңдер:

					1) 	2)  
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					3) 	4) 
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				19.20.	Функцияның анықталу облысын табыңдар:

					1) y = ;	2) y = ; 
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					3) y = ;	4) y = .
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				19.21.	Функцияның графигiн салыңдар:

				 1) y = (х – 3)2 – 2; 2) y = (х + 1)2 – 3; 

					3) y = 3 – (х – 2)2; 4) y = 4 – (х + 2)2.

				19.22.	y =  функциясының мәнi 2; 3; 4,5 болатындай х-тiң мәндерiн табыңдар.

				19.23.	 Диаграммада гүлзардағы гүлдердің түрлеріне қарай саны көрсетілген (49-сурет).
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				49-сурет

					Егер А сары және қызғылт, В ақ және сары гүлдердің санын берсе, онда ақиқат тұжырымдарды көрсетіңдер:

					A) A = B; B) A > 2B; C) A + 15 < B; 

					D) A > B; E) A + 10 = B.
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							[image: ]
						

					

					
						
							19.24.	Өрнектің мәнін табыңдар:

								1) 2sin60o – 3tg45o;	2) 2cos60o – 3ctg45o;

							 3) 2sin45o – 3ctg60o;	4) 4sin30o – 3tg30o.
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										Жаңа білімді меңгеруге арналған тірек ұғымдар

									

								

							

						

					

					
						
							Бұрыш, бұрыштың түрлері, бұрыштың градустық және радиандық өлшемдері, тікбұрышты үшбұрыштың сүйір бұрышының синусы, косинусы, тангенсі және котангенсі және олардың белгілеулері, координаталық жазықтықтағы нүктенің абсциссасы мен ординатасы, дөңгелек, дөңгелектің радиусы, координаталық жазықтықтың ширектері.

						

					

				

				§ 20. КЕЗ КЕЛГЕН БұРЫШТЫң синусы, косинусы, тангенсі, котангенсі. Бұрыштың синусының, косинусының, тангенсінің, котангенсінің мәндері
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							Тригонометриялық функциялардың анықта-маларымен танысасыңдар; 

							бірлік шеңбердің нүктелерінің координата-ларының тригонометриялық функциялармен байланысын білесіңдер. 

						

					

					
						[image: ]
					

				

				Сендер осы уақытқа дейiн у = ах + b;  у = ах2 + bх + с; у = хп және т.б. алгебралық функцияларды оқыдыңдар. Ол функциялар алгебралық операциялар, яғни қосу, азайту, көбейту, бөлу, дәрежеге шығару, квадрат түбiр шығару арқылы жазылды. Бiрақ практика-да көптеген процестердi функциялардың басқа түрлерi, мысалы, тригонометриялық функциялар арқылы сипаттайды.

				Тригонометриялық функцияларды енгiзу үшiн сан түзуiмен қатар  санды шеңбер қажет болады. 

					Сан түзуi ұғымын еске түсiрiңдер. М, О, Е, K нүктелерiнiң координа-таларын атаңдар (50-сурет).
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								Жаңа білімді меңгеруге дайындаламыз
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							19.25.	Координаталық жазықтықта А(2; 6) нүктесін белгілеңдер. Осы нүктені О(0; 0) нүктесімен қосыңдар. 1) Ох; 2) Оу осінің оң бағыты және ОА сәулесі арқылы құрылған бұрыштың тангенсінің мәнін табыңдар.
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							Кез келген бұрыштың синусы, косинусы, тан-генсі және котангенсі, функция, бірлік шең-бер
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				Санды түзу: 1) 0 бастапқы нүктесі; 2) бірлік кесіндісі; 3) оң бағыты бар түзуді беретіні сендерге белгілі. Кез келген нақты санды осы түзудің бойында белгілеуге болады және санды түзудің әрбір нүктесіне қандай да бір нақты нүкте сәйкес келеді.

				Сонымен қатар нүктенің 0 бастапқы нүктесіне қатысты орналасуына қарай санды түзуі бойындағы кез келген нүктенің координатасы оң немесе теріс болатыны белгілі.

				Санды шеңбердi салу үшiн:

				1) шеңбер салынады;

				2) бастапқы нүкте белгiленедi;

				3) бiрлiк ретiнде шеңбердiң радиусына тең доғаның ұзындығы алынады;

				4) сағат тiлiне қарсы бағыттағы қозғалыс оң бағыт, сағат тiлiмен бiр бағыттағы қозғалыс терiс бағыт ретiнде алынады (51-сурет).

				Сәйкестiк бойынша кез келген z нақты санына АВ = z рад доғаның соңы болатын шеңбердiң бiр ғана В нүктесi сәйкес келедi. Бұл санды В нүктесiнiң дөңгелек координатасы деп атап, В(z) — деп белгiлейдi.

				Демек, кез келген нақты санға шеңбердiң белгiлi бiр нүктесi сәйкес келедi. Осылайша, 0 санына А нүктесiнiң бастапқы нүктесi, 1 санына АЕ = 1 рад болатын доғаның соңы Е нүктесi, 2 санына АF = 2 рад болатын доғаның соңы F нүктесi, 6,5 санына ұзындығы 6,5 рад болатын доғаның соңғы нүктесi сәйкес келедi (А нүктесi доғаның бастапқы нүктесi болған жағдайда). Сондықтан кез келген терiс сан үшiн терiс доғаның соңы болатын нүкте сәйкес келедi. 

				
					
						Санды шеңбер деп бастапқы нүкте, бірлік доға, оң бағыты бар шеңберді айтады.
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					53-сурет

				

			

		

		
			
				Мысалы, z = –2 санына AF′= –2 рад болатын доғаның соңы F′ нүктесi сәйкес келедi (52-сурет).

					1. Сан түзуi мен санды шеңбердiң ұқсастығы мен айырмашылығы қандай?

					2. Кез келген нақты санға сан түзуiнiң (санды шеңбердiң) бiр ғана нүктесi сәйкес келе ме?

					3. Сан түзуiнiң (санды шеңбердiң) кез келген нүктесiне бiр ғана нақты сан сәйкес келе ме?

				Санды шеңбердiң кез келген В нүктесiне шексiз нақты сандар жиыны сәйкес келедi.

				Геометрия курсында α сүйiр бұрышының синусы, косинусы және тангенсi қарастырылды.

					Тiкбұрышты үшбұрыштың α сүйiр бұрышының sinα-сын, cosα-сын, tgα-сын, ctgα-сын еске түсiрiңдер (53-сурет).

				sinα = , cosα = , tgα = , ctgα = .
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				Áåëãiëi àðàá ғàëûìû Íәñið әä-Äiííiң åңáåêòåði òðèãîíîìåòðèÿíûң æåêå ғûëûì áîëûï қàëûïòà-ñóûíà çîð ûқïàë åòòi. Íәñið әä-Äií æàçûқ æәíå ñôåðàëûқ үøáұðûøòàðäû øåøóäiң áàðëûқ æàғäàé-ëàðûí қàðàñòûðғàí.

				“Òðèãîíîìåòðèÿ” ñөçi ãðåêòiң “òðèãîíîí” — үøáұðûø æәíå “ìåòðåî” — өëøåó äåãåí ñөçäåðiíåí құðàñòûðûëғàí.

				 

				α бұрышының кез келген шамасы үшiн анықтама енгiземiз. Ол үшiн алдымен координаталар жүйесiнде салынған санды шеңбердi қарастырамыз.

				Координаталар жүйесiне центрi координаталар басында болатын шеңбер саламыз (54-сурет).

				ОА радиусын бастапқы радиус деп атайық. ОВ радиусы ОА бастап-қы радиусын қандай да бiр α бұрышына бұрғанда алынған радиус (55-сурет). Басқаша айтқанда, бастапқы ОА радиусы мен жылжы-малы ОВ радиусы α бұрышын құрайды.
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					Íәñið әä-Äií(1201—1274)
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				Жылжымалы ОВ радиусын бұрғанда оның ұшы төрт ширектiң бiрiнде немесе координаталар осiнiң бiрiнде болуы мүмкiн. Бастапқы радиуспен α бұрыш жасайтын жылжымалы радиустың ұшы қай ширекте аяқталса, α бұрышы сол ширектiң бұрышы деп аталады.

				Мысалы, егер жылжымалы ОВ радиусының ұшы В нүктесi II ширекте жатса, онда α бұрышы II ширекке тиiстi болады (55-сурет).

					α, β, γ, ϕ бұрышы қай ширекке тиiстi (56-сурет)?

				
					
						
							56-сурет
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				-ге еселiк болатын бұрыштар ешбiр ши-ректе аяқталмайды деп саналады. 

				Бастапқы ОА радиусын О нүктесiнен α бұрышқа бұрғанда ол ОВ радиусына көшсiн делiк (57-сурет).

				ОВС тiкбұрышты үшбұрышының сүйiр бұрышының синусы, косинусы, тангенсi және котангенсiнiң анықтамаларын қолданып, кез келген бұрыштың синусы, косинусы, тангенсi және котангенсiнiң анықтамасын берейiк (57-сурет).

				
					[image: ]
				

				
					
						[image: ]
					

					
						
							54-сурет

						

					

					
						
							[image: ]
						

						
							
								55-сурет

							

						

					

				

				
					[image: ]
				

			

		

		
			
				[image: ]
			

			
				
					57-сурет

				

			

		

	
		
			
				16

			

		

		
			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

		

		
			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

		

		
			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			
				Егер В нүктесiнiң координаталарын х және у, ал шеңбер радиусы-ның ұзындығын R арқылы белгiлесек, онда мына теңдiктердi аламыз:

				sinα = ; cosα = ; tgα = ; ctgα = .
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				Берiлген α бұрышы үшiн , , , қатынастары тұрақты, сондықтан олардың шамалары радиустың ұзын-дығына тәуелдi емес. 
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				Расында да, В1 нүктесi жылжы-малы ОВ радиусында немесе оның жалғасында жататын кез келген нүкте болсын (58-сурет). 

				Онда ОВС және О1В1С1 үшбұрыш-тарының ұқсастығынан  = ; = ;  = ;  =  (мұндағы R1 = OB1, ал x1 және y1 — B1 нүктесiнiң координаталары) аламыз. 
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				sinα, cosα, tgα, ctgα шамалары радиустың ұзындығына тәуелдi болмағандықтан, радиусының ұзындығы 1-ге тең шеңбер қарас-тырылады. Мұндай шеңбердi бiрлiк шеңбер деп атайды.

				Сонымен, sinα, cosα, tgα, ctgα-ның мәндерi тек қана α бұрышының шамасына тәуелдi. Кез келген α бұрышына синус, косинус, тангенс ( + πk , мұндағы k ∈ Z бұрыштарынан басқа) және котангенстiң (πk, мұндағы k ∈ Z бұрыштарынан басқа) бiр ғана мәнi сәйкес келедi.

				
					
						Синус, косинус, тангенс және котангенстiң α бұрышының шамасына тәуелдiлiгi тригонометриялық функциялар деп аталады.
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						Шеңберге тиiстi В нүктесiнiң ординатасының шеңбер ради-усына қатынасы α бұрышының синусы деп аталады. 

						Шеңберге тиiстi В нүктесiнiң абсциссасының шеңбер радиу-сына қатынасы α бұрышының косинусы деп аталады.

						Шеңберге тиiстi В нүктесiнiң ординатасының нүктенiң абсциссасына қатынасы α бұрышының тангенсi деп аталады. 

						Шеңберге тиiстi В нүктесiнiң абсциссасының нүктенiң ор-динатасына қатынасы α бұрышының котангенсi деп аталады.
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				Тригонометриялық функциялардың белгiленуi: y = sinα, y = cosα, y = tgα, y = ctgα.

				Тригонометриялық функцияларды санға тәуелдi функциялар ретiнде қарастыруға болады. Өйткенi бұрыштың градустық өлше-мiмен қатар радиандық өлшемi де бар. Сондықтан α радианға тәуелдi тригонометриялық функцияларды α санына тәуелдi функция ретiнде қарастыруға болады. 

				1. Қабырғасы шеңбердiң В(3; –2) нүктесi арқылы өтетiн α бұры-шының тригонометриялық функцияларын табайық (59-сурет). 

				Шешуi. х = 3; у = –2 болғандықтан, R =  =. Олай болса 
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				sinα =  = –;
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				tgα = = ; 
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				ctgα =  = – = –1,5.
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				Жауабы: sinα = –; cosα = ; tgα = ; ctgα = –1,5.
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							Мысал

						

					

				

				2. 1) 0°; 2) 180°; 3) 270° болатын бұрыштардың тригонометриялық функцияларының мән-дерiн табайық (60-сурет).

				Шешуi. 1) Егер α = 0° болса, онда sin0° = 0,cos0° = 1, tg0° =  = 0, ctg0° =  — анықтал-маған.
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				2) Егер α = 180°, х = –R, у = 0 болса, онда |ОА| = |ОВ| = R және sin180° =  = 0, cos180° ==  = –1; tg180° =  =  = 0, ctg180о ==  =  — анықталмаған.
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				3) Егер α = 270° болса, онда бұрыштың қабырғасы Oу осiнiң терiс бағытымен беттеседi, сондықтан х = 0 және у = –R.
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				Жауабы: 1) sin0° = 0, соs 0° = 1, tg0° = 0, ctg0° — анықталмаған. 
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				3. 2cos0° + 3sin90° + 4tg45° өрнегiнiң мәнiн табайық.

				Шешуi. 6-кестенi қолданамыз:

				2cos0° + 3sin90° + 4tg45° = 2 · 1 + 3 · 1 + 4 · 1 = 9.

				Жауабы: 9.

					1.	Қандай функциялар тригонометриялық функциялар деп аталады?

					2.	Санды шеңбер дегеніміз не?

					3.	Кез келген бұрыштың синусы, косинусы, тангенсі, котангенсі деге-німіз не?

				А

				20.1.	45°; –60°, 90°-қа тең бұрышқа сәйкес келетiн нүктенi бiрлiк шеңберге салыңдар және өлшеу арқылы осы бұрыштардың синусын және косинусын есептеңдер.

				20.2.	Егер:

					1) sinα = ;	2) sinα = ;	3) cosα = ;

				
					[image: ]
				

					4) cosα = ; 5) tgα = 2; 6) tgα = 3 болса, онда α бұры-шын салыңдар.

				20.3.	Центрi координаталар басы болатын бiрлiк шеңбердi салыңдар. Бастапқы радиусты α бұрышына бұрыңдар, мұндағы α бұрышы:

					1) 35°; 2) 75°; 3) 135°; 4) 170°; 5) –80°; 6) –130°.

				20.4.	1) 2sin30° + 2cos45°;	2) 3sin60° – 2cos60°; 

					3) sin30° – 3tg45°;	4) sin45° + 2ctg60° өрнегiнiң мәнiн табыңдар.

				20.5.	1) tg + 2ctg;	2) tg – 3ctg;
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					3) 3cos + 2sin;	4) –sin + 2ctg өрнегiнiң мәнiн табыңдар.
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				20.6.	1) sinα = 0;	2) sinα = 0,5;	3) cosα = –1; 

					4) cosα = 1;	5) cosα = 0; 6) sinα = –1 болса, онда α-ның бiрнеше мәнiн табыңдар.
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				 20.7.	1) tgβ = 0; 2) tgβ = 1; 3) tgβ = –1;

					4) ctgβ = 1; 5) ctgβ = –1; 6) ctgβ = 0 болса, онда β-ның бiрнеше мәнiн табыңдар.

				 20.8.	1) 2cos0° + 3tg45°– sin120°; 2) sin270° + 3tg180°; 

					3) cos90° – 3sin360° + 2tg180° өрнегiнің мәнiн табыңдар.

				 20.9.	1) tgβ; 2) ctgβ; 3) ctg2β; 4) tg2β өрнегiнiң мәнi болмайтын-дай, β-ның бiрнеше мәнiн көрсетiңдер.

				20.10.	1) sinα = 1,22;	2) sinα = –3,2; 

					3) cosα = 2,25;	4) cosα = –1,2 теңдiгi орындалатындай, α бұрышының мәнi бола ма?

				20.11.	1) sinα = 1 – ;	2) sinα =  – 1; 

				
					[image: ]
				

					3) cosα =  – 1;	4) cosα =  – 1 теңдiгi орындалатын-дай, α бұрышының мәнi бола ма?
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				В

				20.12.	1) sin; 2) tg;
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					3) cos өрнегiнiң мәнiн табыңдар.
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				20.13.	1) –sin;	2) ctg; 
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					[image: ]
				

					3) cos өрнегiнiң мәнiн табыңдар.

				
					[image: ]
				

				20.14.	1) Сүйiр бұрыштардың синустары; 2) сүйiр бұрыштардың ко-синустары арқылы  +  қосындысының мәнiн өрнектеңдер. 
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				20.15.	1) Сүйiр бұрыштардың синустары; 2) сүйiр бұрыштардың косинустары арқылы  –  алгебралық қосындысының мәнiн өрнектеңдер. 

				
					[image: ]
				

				20.16.	1) Сүйiр бұрыштардың тангенстерi; 2) сүйiр бұрыштардың котангенстерi арқылы  – 1 айырымының мәнiн табыңдар. 

				20.17.	1) α = 0°; 2) α = 120°; 3) α = 30°; 4) α = 135° болса, онда sinα + cosα өрнегiнiң мәнi неге тең?
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				20.18.	1) ; 2) ;

				
					[image: ]
				

					3) ; 4) өрнегiнiң мәнiн табыңдар.

				
					[image: ]
				

				20.19.	1) cosα · tgα; 2) sinα · ctgα; 3) sinα + cosα өрнегiнiң мәнi нөлге тең болатындай α-ның бiрнеше мәнiн табыңдар. 

				20.20.	, ,  тiзбегiнiң арифметикалық прогрессия бола-тынын тексерiңдер.

				
					[image: ]
				

				20.21.	1) sinα = –;	2) cosα = –;

				
					[image: ]
				

					3) sinα = – болса, онда α-ның төрт мәнін көрсетіңдер. 

				20.22.	1) cosα = –0,5;	2) tgα = ;	

					3) ctgα = – болса, онда α-ның төрт мәнiн көрсетiңдер.

				20.23.	1) 2tg30°сtg30°cos30°sin30° + tg60°; 2)  + 2 өрнегiнiң мәнiн табыңдар.

				
					[image: ]
				

				20.24.	1) ; 2)  өрнегiнiң мәнiн табыңдар. 

				
					[image: ]
				

				20.25.	sin α = 0,5 екенi белгiлi. 

					1) α = 30° дегенiмiз дұрыс па? 2) Синусы 0,5-ке тең болатын бiрнеше бұрышты көрсетiңдер. 3) Синусы 0,5-ке тең болатын барлық бұрыштың жалпы түрiн жазыңдар.

				20.26.	cos α =  екенi белгiлi.

					1) α = 45° дегенiмiз дұрыс па? 2) Косинусы -ге тең болатын бiрнеше бұрышты көрсетiңдер. 3) Косинусы -ге тең болатын барлық бұрыштың жалпы түрiн жазыңдар.
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				20.27.	1) sinα + 2cosα = 3;	2) 3sinα – 2cosα = 5; 

					3) sinα – 7cosα = –8;	4) sinα + 2cosα = 1 теңдігі орындала ма?

				20.28.	Егер: 1) β = 30°; 2) β = 45°; 3) β = 60° болса, онда А = 2cosβ және В = 3tgβ өрнектерiнiң мәндерiн салыстырыңдар.

				С

				20.29.	1) sinα + cosα = –1,3; 2) sinα – cosα = 1,3 болса, α бұрышы қай ширекте орналасқан?

				20.30.	1) ;	2) ;	3) ;	4)  өрнегiнiң мағынасы бар ма?
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				20.31.	Егер: 1) β = 30°; 2) β = 45°; 3) β = 60° болса, онда А = –3sinβ және В = –2сosβ өрнектерiнiң мәндерiн салыстырыңдар.

				20.32.	1) XVIII ғàñûðäûң îðòàñûíäà швейцариялық математик Ëåîíàðä Ýéëåðäiң åңáåêòåðiíäå òðèãîíîìåòðèÿíûң қàçiðãi қàëûïòàñқàí òүði êөðñåòiëãåí. Îë îíû òðèãîíîìåòðèÿëûқ ôóíêöèÿëàð òóðàëû ғûëûì ðåòiíäå қàðàñòûðып, sinx, tgx æàçóëàðûí åíãiçген, ÀÂÑ үшбұрышының қàáûðғàëàðûí à, b, ñ àðқûëû æәíå áұðûøòàðûí À, Â, Ñ àðқûëû áåëãiëåген. Ñәéêåñ áұðûøòûң ðàäèàíäûқ өëøåìi áîëàòûí õ àðãóìåíòòi òðèãîíîìåòðèÿëûқ ôóíêöèÿëàðäû àðãóìåíòòiң îðíûíà әðòүðëi (îң, òåðiñ) ìәíäåð áåðå îòûðûï қàðàñòûðғàí. Л. Ýéëåð êåði òðèãîíîìåòðèÿëûқ ôóíêöèÿëàðäû åíãiçãåí.

					2) XV ғàñûðäûң әéãiëi íåìiñ àñòðîíîìû Ðåãèîìîíòàí æåòiíøi ìәíäi öèôðғà äåéií äәëäiêïåí àëûíғàí æàçûңқû áұðûøòàðäûң ñèíóñûíûң êåñòåñií құðàñòûðғàí.
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							Ëåîíàðä Ýéëåð

							(1707—1783)
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							(1436—1476)
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							Ғалымдар — математик және астроном туралы Хабарлама дайындаңдар
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				20.33.	1) 3x2 – 5x – 27 = 0; 2) 5x2 – 7x – 1,2 = 0;

					3) 3,5x2 + 7,6x + 1 = 0 квадрат теңдеуi түбiрлерiнiң қосындысы мен көбейтiндiсiнiң мәндерiн табыңдар. 

				20.34.	1) < 0;	2) < 0;

				
					[image: ]
				

					3)  + 1 <  теңсiздiгiн шешiңдер және теңсiздiктiң ең үлкен бүтiн шешiмiн көрсетiңдер. 
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				20.35.	1) y = x2 + 6|x| – 2; 2) y = –2x2 + 4|x| + 1; 3) y = ;

					4) y =  функциясының жұп немесе тақ екенiн анықтаңдар және функцияның графигiн салыңдар.

				20.36.	1) 1 <  < 6; 2) –1 <  < 3 қостеңсiздiгiн қанағаттан-дыратын х айнымалысының барлық бүтiн оң мәндерiн табыңдар. 
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				20.37.	Теңсiздiктер жүйесiнiң шешiмдер жиынын координаталық жазықтықта кескiндеңдер: 

					1) 	2) 	3) 	4) 
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				20.38.	Фермер баласымен бiрге жұмысты 6 сағ-та орындады. Егер баласы жұмысты орындауға әкесiне қарағанда 5 сағ артық уақыт жiберсе, онда олардың әрқайсысы осы жұмысты қанша уақытта орындайды?
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							Қайталау
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								Жаңа білімді меңгеруге дайындаламыз
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							20.39.	Функцияның мәндер жиынын табыңдар:

								1) y = x2 – 4x + 1; 2) y = –x2 + 2x + 3; 

								3) y = – 1; 4) y = 2 –.

							
								[image: ]
							

							20.40.	Берілген функциялардың графиктерін координаталық жазықтықта салыңдар және қиылысу нүктелерінің коорди-наталарын (шамамен) табыңдар:

								1) y = x2 – 2x және y = x – 2; 

								2) y = –x2 – 4x және y = x2 – 2.
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				§ 21. ТРИГОНОМЕТРИЯЛЫҚ ФУНКЦИЯЛАРДЫң ҚАСИЕТТЕРi 
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							Бірлік шеңбердің көмегімен тригонометриялық функциялардың анықталу облысы мен мәндер жиынын табуды; 

							тригонометриялық функциялардың жұптығын (тақтығын), периодтылығын, бірсарындылығын және таңбатұрақтылық аралықтарын түсіндіруді үйренесіңдер. 

						

					

					
						[image: ]
					

				

				Тригонометриялық функциялардың анықталу облысы мен мәндер жиыны

				sinα бiрлiк шеңбер нүктесiнiң ординатасы, ал cosα бiрлiк шеңбер нүктесiнiң абсциссасы болғандықтан, α аргументiнiң кез келген мәндерiнде y = sinα, y = cosα функцияларының нақты мәндерi бола-ды. Сондықтан бұл тригонометриялық функциялардың анықталу облысы (–∞; +∞) аралығы болады.

				α қандай мән қабылдаса да sinα және cosα-ның мәндерi 1-ден аспайды және –1-ден кiшi болмайды. Сондықтан жылжымалы ОВ радиусының ұшы болатын В нүктесiнiң абсциссасы да, ордината-сы да модулi бойынша радиустың ұзындығынан, яғни 1-ден артық болмайды. 

				Сонымен, sinα және cosα-ның мәндерi [–1; 1] санды кесiндiсiне тиiстi. 

				tgα және ctgα-ның мәндерi В нүктесiнiң координаталарының қатынасымен өрнектелетiнi жоғарыда айтылған. 
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									Түйінді ұғымдар
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							Анықталу облысы мен мәндер жиыны, жұп-тығы (тақтығы), период-тылығы, бірсарынды-лығы және таңбатұрақ-тылық аралықтары

						

					

				

				
					
						y = sinα және y = cosα функцияларының мәндер жиыны [–1; 1] кесіндісі болады.

					

				

				
					
						y = sinα, y = cosα функцияларының анықталу облысы (–∞; +∞) аралығы болады.
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										Жаңа білімді меңгеруге арналған тірек ұғымдар

									

								

							

						

					

					
						
							Санды шеңбер, координаталық ширек, санды аргументтің тригонометриялық функциясы, бұрыштың жалпы түрі, три-гонометриялық функциялардың анықталу облысы мен мәндер жиыны, әр тригонометриялық функцияның анықталу облысына кіретін бұрыш мәнінің жазылуының жалпы түрі, жиі кездесетін бұрыштардың тригонометриялық функцияларының мәндері. 

						

					

				

			

		

	
		
			
				25

			

		

		
			[image: ]
		

		
			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

		

		
			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

		

		
			[image: ]
		

		
			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

		

		
			
				Бұл қатынастарда, егер В нүктесiнiң абсциссасы нөлге тең болса, онда tgα-ның мәнi болмайды, ал егер В нүктесiнiң ординатасы нөлге тең болса, онда ctgα-ның мәнi болмайды (өйткенi бөлшектiң бөлiмi нөлге тең болмауы керек). 

				Демек, α-ның ±; ± және т.с.с. мәндерi tgα-ның анықталу облысына кiрмейдi; ал α-ның 0, ± π; ±2π және т.с.с. мәндерi ctg α-ның анықталу облысына кiрмейдi. 

				
					[image: ]
				

				Осы бұрыштарды бiрiктiрiп төмендегi тұжырымды аламыз.

					1) n-нiң мәнi 0,1; 0,01; 0,00001; 0,000000001-ге тең болғанда,  бөлшегiнiң мәнiн есептеңдер. Бөлiмi 0-ге дейiн кемiгенде алымы 1 саны және бөлiмi оң сан болатын бөлшектiң мәнi қалай өзгередi? 

				
					[image: ]
				

					2) n-нiң мәнi –0,1; –0,01; –0,00001; –0,000000001-ге тең болғанда,  бөлшегiнiң мәнiн есептеңдер. Бөлiмi 0-ге дейiн артқанда алымы 1 саны және бөлiмi терiс сан болатын бөлшектiң мәнi қалай өзгередi? 

				tgα = , ctgα =  және |sinα| m 1, |cosα| m 1 болғандықтан, бөлшектiң бөлiмiнiң мәнi нөлге дейiн кемiген кезде оның бөлiмi оң сан болса, бөлшектiң мәнi шексiздiкке, яғни +∞-ке дейiн өзгередi, ал бөлiмi терiс сан болса, бөлшектiң мәнi шексiздiкке, яғни –∞-ке дейiн өзгередi.

				
					[image: ]
				

				Тригонометриялық функциялардың таңбатұрақтылық аралықтары

				sinα, cosα, tgα, ctgα анықтамасынан әрбiр у = sinα, у = cosα, у = tgα, у = ctgα тригонометриялық функцияларының таңбалары (“+” және “–”) жылжымалы радиустың ұшының координаталарының таңбаларына, яғни жылжымалы радиустың ұшы қай координаталық ширекте жатқанына байланысты болады. 

					Бiрлiк шеңбердiң А, В, С, Р, K нүктелерiнiң абсциссалары мен ор-динаталарын табыңдар (62-сурет). 
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						+ πk (мұндағы k — кез келген бүтiн сан) мәндерiнен басқа α-ның

						барлық мәндерi у = tgα функциясының анықталу облысы болады; 

						πk (мұндағы k — кез келген бүтiн сан) мәндерiнен басқа α-ның барлық мәндерi у = ctgα функциясының анықталу облысы болады. 

						
							[image: ]
						

					

				

				
					
						y = tgα, y = ctgα функцияларының мәндер жиыны (–∞; +∞) аралығы болады.
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				В жоғарғы жарты шеңберге тиiстi болса, онда у ординатасының таңбасы оң, ал В нүктесi төменгi жарты шеңберге тиiстi болса, онда у ординатасының таңбасы терiс болады. Бұрыштың синусының таңбасы, анықтама бойынша у ординатасының таңбасына байланыс-ты болғандықтан, I мен II ширектерде sinα > 0, III пен IV ширек-терде sinα < 0 (63-сурет). 

				Бұрыштың косинусының таңбасы, анықтама бойынша х абсцис-сасының таңбасына байланысты. В оң жақтағы жарты шеңберге тиiстi болса, онда х абсциссасының таңбасы оң, ал В нүктесi сол жақ-тағы жарты шеңберге тиiстi болса, онда х абсциссасының таңбасы терiс болады. Сондықтан I және IV ширектерде cosα > 0, II және III ширектерде cosα < 0 (64-сурет).  

				tgα = , сtgα =  болғандықтан, бұл функциялардың таңбалары В нүктесiнiң координаталарының таңбасы бiрдей болатын координа-талық ширектерде оң, ал В нүктесiнiң координаталарының таңбасы әртүрлi болатын координаталық ширектерде терiс болады. 
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				66-сурет

				Сондықтан I және III ширектерде tgα > 0, ctgα > 0, II және IV ширектерде tgα < 0, ctgα < 0 (65-сурет).

				66-суретте α бұрышының синусы, косинусы, тангенсi және котангенсiнiң таңбалары көрсетiлген. 

				7-кестеде α бұрышының синусы, косинусы, тангенсi және котангенсiнiң таңбалары көрсетiлген. 

				7-кесте
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				Тригонометриялық функциялардың периодтылығы

				Жоғарыда жылжымалы радиустың толық бiр айналым жасауы қарастырылды. Егер жылжымалы радиусты бұруды әрi қарай жал-ғастырса, онда ол 0-ден 2π-ге дейiнгi орынның бiреуiне келетiнi белгiлi. Жылжымалы радиустың толық айналымының санын арт-тырғанмен бұл мәндер өзгерiссiз қалып отырады.

				α-ға 2π-дi қанша рет қосса да α бұрышының синусы, косинусы, тангенсi және котангенсiнiң мәндерi өзгерiссiз қалады. 

				67-суретте ОА радиусын α бұрышына, α + 360° бұрышына, α + 2 · 360° бұры-шына және т.с.с. бұрғанда, ОВ радиусының қайтадан шығатыны көрсетiлген. Сондықтан α, α + 360°, α + 2 · 360°  және т.с.с. бұрыштар үшiн синус, косинус, тангенс және котангенстiң мәндерi бiрдей болады. 
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				1. sin45° = sin(45° + 360°) = sin(45° – 360°) = sin(45° + 2 · 360°) = = sin(45° – 2 · 360°) = sin(45° + 3 · 360°) = … = .

				Бұл қасиет кез келген бұрыштың синусы, косинусы, тангенсi және котангенсiнiң мәнiн табуды 360°-тан кiшi терiс емес бұрыштың мәнiн табуға әкеледi.

				2. 1) sin1470°; 2) cos(–1845°) өрнегiнiң мәнiн табайық.

				Шешуi. 1470°  бұрышта қанша толық бұрыш бар екенiн анықтайық. Ол үшiн 1470° : 360° амалын орындаймыз. Сонда бөлiндiде 4 және қалдықта 30° шығады. Демек, 1470°  = 360° · 4 + 30°. 

				Ендеше sin1470°  = sin(360° · 4 + 30° ) = sin30°  = .

				2) –1845° бұрышта қанша толық бұрыш бар екенiн анықтайық. Ол үшiн 1845°  : 360° амалын орындаймыз. Сонда бөлiндiде 5 және қалдықта 45° шығады.   

				Демек, –1845°  = –360° · 5 – 45° .

				cos(–1845°) = cos(–360° · 5 – 45°) = cos(–45°) == , себебi cos(–45°) = cos45° (68-сурет).  

				Жауабы: 1) ; 2) .
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				Жоғарыда көрсетiлген қасиеттерi бар функцияларды периодты функциялар деп атайды.

				Демек, y = sinx; y = cosx; y = tgx; y = ctgx функциялары период-ты функциялар.

				Тригонометриялық функциялардан басқа да периодты функ-циялар болады. y = [x] функциясы, мұндағы [x] — x санының бүтiн бөлiгi (x-тен артпайтын ең үлкен бүтiн сан), y = {x} функ-циясын, мұндағы {x} — x санының бөлшек бөлiгi, анықтауға мүмкiндiк бередi. Анықтама бойынша {x} = x – [x] (мысалы, {3,7} = 
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						Егер у = f(x) анықталу облысынан алынған кез келген х үшiн f(x – T) = f(x) = f(x + T) теңдiгi орындалатындай нөлге тең емес Т саны бар болса, онда у = f(x) функциясы периодты функция, ал ең кiшi Т саны функцияның периоды деп аталады.
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				= 0,7; {–6} = 0; {–4,2} = –4,2 – (–5) = 0,8). Санның бөлшек бөлiгi — периоды T = 1 болатын функция. 

				Санның бүтін бөлігі х-тен Антье деп аталады және Е(x) = [x] деп белгіленеді. Е(x) = [x] графигі 69-суретте берілген.

				Санның бөлшек бөлігінің y = {x} = x – [x] графигі 70-суретте көрсетілген.

				Тригонометриялық функциялардың жұптылығы

				Тiкбұрышты координаталар жүйесiнде центрi координаталар басында және радиу-сы ОА кесiндiсi болатын шеңбердi қарас-тырайық.

				ОА радиусын α бұрышына бұрғанда ОВ радиусына, ал ОА радиусын –α бұрышына бұрғанда ОВ1 радиусына көшсiн (71-сурет).

				Егер В және В1 нүктелерiн қосса, онда ОВВ1 теңбүйiрлi үшбұрышы шығады. ОР осы ВОВ1 үшбұрышының биссектрисасы. Сондықтан В және В1 нүктелерi Ох осiне қарағанда симметриялы болады.

				Ох осiне қарағанда симметриялы нүктелердiң абсциссалары бiрдей, ал ординаталары қарама-қарсы болатыны белгiлi. Сондықтан В нүктесiнiң координаталарын х және у арқылы белгiлесек, онда В1 нүктесiнiң координаталары х және –у болады.

				Сонда	sin(–α) =  = –sinα;	tg(–α) =  = –tgα; 
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				cos(–α) =  = cosα; ctg(–α) =  = –ctgα.

				
					[image: ]
				

				
					
						
							
								[image: ]
							

						

					

					
						[image: ]
					

					
						
							Сендер білесіңдер

						

					

				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						
							69-сурет

						

					

					
						
							70-сурет

						

					

				

			

		

		
			
				[image: ]
			

			
				
					71-сурет

				

			

		

	
		
			
				30

			

		

		
			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

		

		
			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

		

		
			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			
				
					[image: ]
				

			

		

		
			
				Яғни, мына теңдiктердi аламыз:

				sin(–α) = –sinα;  cos(–α) = cosα;  

				tg(–α) = –tgα;  ctg(–α) = –ctgα.

				Функцияның анықталу облысынан алынған кез келген x үшiн f(–x) = f(x) теңдiгi орындалса, онда функцияның жұп, ал егер f(–x) = –f(x) теңдiгi орындалса, онда функцияның тақ болатыны белгiлi. Сондықтан жоғарыда алынған теңдiктерден y = sinx; y = tgx;  y = ctgx функциялары тақ функциялар, ал y = cosx функциясы жұп функция болады деген қорытынды жасауға болады.

				3. Тригонометриялық функциялардың жұптылығын қолда-нып, sin(–60°); cos(–60°); tg(–45°); ctg(–30°) өрнектерiнiң мәндерiн табайық. 

				Шешуi. sin(–60°) = –sin60° = –; cos(–60°) = cos60° = ; tg(–45°) = –tg45°= –1; ctg(–30°) = –ctg30° = –.
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					Жауабы: –; ; –1; –.

				
					[image: ]
				

					1.	sinα = 2; cosα = –0,0001; tgx = 1 000 000 теңдiгi тура болатындай бұрыш болуы мүмкiн бе?

					2.	Қай ширекте синус, косинус, тангенс және котангенстiң таңбалары бiрдей? 

					3.	Қарама-қарсы бұрыштардың синусы, косинусы, тангенсi және котангенсi арасында қандай байланыс бар?

					4.	Терiс бұрыштың синусы оң болуы мүмкiн бе? Мысал келтiрiңдер. 

				А

				21.1.	Егер: 

				 1)  α = 67°; 2) α = 127°; 3) α = 267°; 4) α = 319° болса, онда sinα, cosα, tgα өрнектерi мәндерiнiң таңбалары қандай?

				21.2.	1) sin79°;	2) sin187°;

					3) cos145°;	4) cos235°;	

					5) tg123°;	6) tg247°;

					7) sin88° cos124°;	8) sin128° cos224°; 
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					9) sin280° cos254°;	10) sin258° cos184° өрнегi мәнiнiң таңбасын анықтаңдар.

				 21.3.	Егер:

					1) sinα > 0 және cosα < 0;	2) sinα < 0 және cosα < 0; 

					3) sinα < 0 және cosα > 0;	4) sinα > 0 және cosα > 0;

					5) sinα < 0 және tgα > 0;	6) tgα > 0 және cosα < 0 болса, онда α бұрышы қай ширекте орналасқан? 

				 21.4.	1) sin;	2) sin;	3) cos;	4) cos; 

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

					5) tg;	6) ctg;	7) sin 2,7π;	8) sin (–1,4π); 

				
					[image: ]
				

					9) cos(–3,5π);	10) cos(–5,6π);	11) tg(–4,2π);	12) ctg(–5,2π). өрнегi мәнiнiң таңбасын анықтаңдар.

				 21.5.	1) sin0,6 және sin4,8;	2) sin1,6 және sin5,4; 

					3) cos1,96 және cos5,8;	4) cos1,2 және sin3,8 өрнек-терiнiң мәндерiн салыстырыңдар. 

				 21.6.	1) sin; sin; sin;	2) cos; cos; cos;
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					3) tg; tg; tg өрнектерiнiң мәндерiн өсу ретiмен жазыңдар. 
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				 21.7.	R жиынында f(х) функциясы берiлген. х = 2 болғанда, f(2 + + а) = f(2) және х = 5 болғанда, f(5 + а) = f(5). f(х) функция-сы периодты және оның периоды Т = а деп айтуғa бола ма?

				 21.8.	1) sin30° – 2cos(–60°);	2) 2tg225°– cos45°; 

					3) 3cos270° – ctg250°;	4) 4sin60° – ctg(–60°) айырымының таң-басын анықтаңдар.

				В

				 21.9.	1) sin45° cos120° tg135°;	2) sin60° cos180° ctg135°; 

					3) sin215° cos150° tg225°;	4) tg145° cos220° tg335° санды өрнегi мәнiнiң таңбасын анықтаңдар.

				21.10.	Егер: 

					1) 270°< α < 360° болса, онда cos2α < cosα; 

					2) 180°< α < 270° болса, онда cos2α > cosα; 

					3) 90°< α < 180° болса, онда sin2α < sinα; 

					4) 270°< α < 360° болса, онда sin2α > sinα теңсiздiгiн дәлел-деңдер.
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				21.11.	Егер: 

					1) |sinα| = sinα;	2) |sinα| > sinα; 3) |cosα| = cosα;	

					4) |cosα| > cosα;	5) |tgα| = tgα;	6) |tgα| > tgα; 

					7) |ctgα| = ctgα;	8) |ctgα| > ctgα болса, онда α бұрышы қай ширекке тиiстi болады?

				21.12.	y = f(x) функциясының графигi бойынша функцияның период-ты болатынын анықтаңдар. Егер y = f(x) функциясы периодты болса, онда оның периодын табыңдар (72-сурет). 

				21.13.	1) 1 – sin215°cos135°tg229°;	2) sin320°cos285° tg30° – 2 өрнегi-нiң таңбасын табыңдар. 

				21.14.	y = f(x) функциясының периоды Т = 3 екенi белгiлi. 

					1) y = f(x) + 5; 2) y = f(x) – 3; 3) y = 2f(x); 4) y = – f(x)

					функциясының периодын табыңдар. 

				21.15.	Егер параллелограмның бiр бұрышының косинусының мәнi: 

				 1) ;	2) ;	3) –0,5;	4) – болса, онда парал-лелограмның бұрыштарын табыңдар. 

				
					[image: ]
				

				21.16.	Егер параллелограмның бiр бұрышының тангенсiнiң мәнi:

					1) ;	2) ;	3) –1;	4) – болса, онда парал-лелограмның бұрыштарын табыңдар. 
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				21.17.	Егер теңбүйiрлi трапецияның бiр бұрышының косинусының мәнi: 

					1) ;	2);	3) –0,5;	4) – болса, онда трапецияның бұрыштарын табыңдар.
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				 21.18.	0° < α < 90° екенi белгiлi. 

					1) sinα > sin4α;	2) cosα > cos4α; 

					3) sinα > sinα · cosα;	4) tgα > sinα · tgα теңсiздiгiн дәлел-деңдер. 

				С

				 21.19.	Егер 0° < α < 90° болса, онда sinα + cosα > 1 теңсiздiгiн дәлел-деңдер. 

				 21.20.	Кез келген α бұрышы үшiн |sinα| + |cosα| l 1 теңсiздiгiнiң тура болатынын дәлелдеңдер.  .

				 21.21.	1) 1 + 3sin2x; 2) 3 – 2sin3x; 3) 4 – 3cos2x; 4) 2 – 0,5cosx өрнегiнiң ең кiшi және ең үлкен мәнiн табыңдар.

				*21.22.	R  жиынында y = f(x) функциясы берiлген және оның периодыТ = 4. х ∈ [0; 4] аралығында функция у = х2 – 4х форму-ласымен берiлген. y = f(x) функциясының R жиынындағы графигiн салыңдар. 

				 21.23.	1) 1 + sin2 2x; 2) 4 – sin43x; 

					3) 4 – 3|cos2x|; 4) 2,4 – 0,5 cos2x өрнегiнiң ең кiшi және ең үлкен мәнiн табыңдар.

				*21.24.	y = f(x) функциясының периодын табыңдар:

					1) у = sin2πx + cos4πx;	2) у = sinπx + cos2πx; 

					3) у = cos4πx + sin8πx;	4) у = tg4πx + sin2πx. 

				21.25.	1) y = ; 2) y = ; 3) y = ; 4) y =  функциясының графигiн салып, мәндер жиынын көрсетiңдер.
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				21.26.	1)  2)  теңдеулер жүйесiн шешiңдер. 
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				21.27.	1) ·:; 

				
					[image: ]
				

					2) + өрнегiн ықшамдаңдар. 

				
					[image: ]
				

				21.28.	Тiкбұрышты үшбұрыштың катеттерiнiң қосындысының мәнi 79 см-ге тең. Егер оның бiр катетiн 23 см-ге арттырып, екiншiсiн 11 см-ге кемiтсе, онда шыққан үшбұрыш пен бе-
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							Қайталау
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				рiлген үшбұрыштың гипотенузаларының ұзындығы бiрдей болады. Үшбұрыштың катеттерiнiң ұзындықтарын табыңдар.
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										Жаңа білімді меңгеруге арналған тірек ұғымдар

									

								

							

						

					

					
						
							Тепе-теңдік, бұрыштың тригонометриялық функциясы, тригонометриялық функциялар аргументінің мүмкін болатын мәндері, тригонометриялық функциялардың мәндер жиыны, жұп және тақ тригонометриялық функциялар, Пифагор теоре-масы.

						

					

				

				§ 22. ТРИГОНОМЕТРИЯЛЫҚ ТЕПЕ-ТЕңДIКТЕР
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							Негізгі тригонометриялық тепе-теңдіктерді қорытып шығару мен қолдануды үйренесіңдер. 
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				sinα, cosα, tgα, сtgα-ның мәндерi радиустың шамасына тәуелдi емес, тек бұрыштың шамасына ғана тәуелдi болғандықтан, тригоно-метриялық функцияларды қарастырғанда радиусы 1-ге тең шеңбердi аламыз. Онда, мысалы, синус функциясының мәнi ОВ жылжыма-лы радиусының ұшы В нүктесiнiң у ординатасымен, ал косинус функциясының мәнi ОВ жылжымалы радиусының В нүктесiнiң х абсциссасымен анықталады (73.1-cурет).

				ОВС тiкбұрышты үшбұрышын қарастырайық (73.2-cурет). Пи-фагор теоремасы бойынша ОВ2 = ОС2 + ВС2. 

				ОВ = 1, ОС = х = cosα, ВС = у = sinα болғандықтан, 1 = cos2α ++ sin2α немесе 

				sin2α + cos2α = 1. (1)

				Бұл теңдiк α-ның кез келген мәнiнде тура болады, яғни ол тепе-теңдiк.
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									Түйінді ұғымдар
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							Тригонометриялық те-пе-теңдіктер, синус, ко-синус, тангенс және котангенс
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								Жаңа білімді меңгеруге дайындаламыз
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							21.29.	Тепе-теңдіктің ақиқаттығын тексеріңдер:

								1) sin260° + cos260° – tg45° = 0; 

								2) sin245° + cos245° – ctg45° = 0. 

							21.30.	sinα және cosα қандай ширектерде: 

								1) бірдей таңбаны; 2) әртүрлі таңбаларды қабылдайды?
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					1.	Қандай тригонометриялық функциялардың көбейтіндісі бірге тең?

					2. Синус және косинус функциялары қандай тепе-теңдікпен байланысқан? 

					3.	Қандай бұрыштың синусы мен осы бұрыштың қандай да бір ширек-ке тиістілігін біле отырып, берілген бұрыштың котангенсін есептеу-ге бола ма?

				А

				22.1.	1) cosβ = 0,5 және 0° < β < 90° болса, онда sinβ-ны; 

					2) sinβ = 0,5 және 0° < β < 90° болса, онда cosβ-ны; 

					3) cosβ = –0,5 және 90° < β < 180° болса, онда sinβ-ны; 

					4) sinβ = –0,5 және 180° < β < 270° болса, онда cosβ-ны есеп-теңдер.

				22.2.	Өрнектi ықшамдаңдар: 

					1) ;	2) ; 
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					3) sin2α – (1 + tg2α) · cos2α;	

					4) sin2α + cos2α · (1 + сtg2α) · sin2α .

				22.3.	Егер: 

					1) sinα =  болса, онда 1 – sinα cosα ctgα; 

					2) tgα =  болса, онда ;
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					3) tgα =  болса, онда ; 
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					4) tgα =  болса, онда ;
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					5) sinα =  болса, онда ; 
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					6) cosα = – болса, онда  өрнегiнiң мәнiн табыңдар.
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				22.4.	Өрнектi ықшамдаңдар: 

					1)  – 1;	2)  – 1;	
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					7)  – ;	8) ; 
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					9)  + ctgα;	10)  – tgα;
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					11)  + ;	12)  + . 
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				 22.5.	Тепе-теңдiктi дәлелдеңдер:

					1)  = cosx;	2)  = –sinx; 

				
					[image: ]
				

					3)  = sinx;	4)  = –cosx.

				
					[image: ]
				

				 22.6.	Өрнектi ықшамдаңдар: 

					1) cos2α + ;	2) sin2ϕ + ; 
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					3)  – cos2 γ;	4)  – sin2x.
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				 22.7.	Өрнектi ықшамдаңдар: 

					1) ;	2) ; 
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					3) ;	4) ctgβ + .
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				 22.8.	Тепе-теңдiктi дәлелдеңдер: 

					1) sin2х – cos2x = sin4х – cos4х; 

					2) (1 + cosα)(1 + tgα) = 1 + sinα + cosα + tgα; 

					3) (tgx + ctgx)2 – (tgx – ctgx)2 = 4; 

					4) (sinα + cosα)2 + (sinα – cosα)2 = 2; 

					5) sin3х (1 + ctgx) + cos3x (1 + tgx) = sinx + cosx; 

					6)  = 2tg2α.

				*22.9.	α-ның барлық мүмкiн болатын мәндерiнде теңдiктiң тура бо-латынын дәлелдеңдер: 

					1) 3sin2 α cos2α + sin6α + cos6α = 1; 

					2)  –  = sinα + cosα.
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				22.10.	Өрнектiң мәнi айнымалыға тәуелдi болмайтынын дәлелдеңдер: 

					1) ;	2)  +;

				
					[image: ]
				

					3) ;	4)  + .
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				22.11.	Егер: 

					1) tgα =  болса, онда tg2α + ctg2α; 2) sinα =  болса, онда 3sin2α + 2cos2α өрнегiнiң мәнiн табыңдар. 

				
					[image: ]
				

				22.12.	Өрнектi ықшамдаңдар: 

					1)  + ;	2)  +.
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				22.13.	Тепе-теңдiктi дәлелдеңдер: 

					1)  = cosβ – sinβ; 

					2)  –  = –2tgβ; 

				
					[image: ]
				

					3) (1 + tgβ)2 + (1 – tgβ)2 = ; 

					4)  + 2cosβ · sinβ = 1.

				22.14.	1) 1 – sinγ cosγ tgγ өрнегiн ықшамдап, sinγ = 0,6 болғандағы; 

					2) cos4β + cos2β sin2β өрнегiн ықшамдап, tgβ = 3 болғандағы; 

				 3) + өрнегiн ықшамдап, sinβ = 0,3 болғандағы; 

				
					[image: ]
				

					4)  +  өрнегiн ықшамдап, cosβ = 0,4 болғандағы мәнiн табыңдар. 
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				22.15.	Тепе-теңдiктi дәлелдеңдер: 

					1)  + ctgα = ; 2)  + tgα = ;
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					3) sin(–α) ctgα + cos(–α) = 0; 4) cosα tg(–α) – sin(–α) = 0.

				22.16.	Егер tgα = 3 болса, онда:

					1) ;	2) ; 
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					3) ;	4)  
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					өрнегiнiң мәнiн табыңдар.
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				 22.17.	Егер ctgα = 3 болса, онда:

					1) ;	2) ; 

				
					[image: ]
				

					3) ;	4)  

				
					[image: ]
				

					өрнегiнiң мәнiн табыңдар.

				С

				*22.18.	Теңдеулер жүйесiн құрамында α параметрi болмайтындай теңдеумен алмастырыңдар:   

					1) 	2) 

				
					[image: ]
				

					3) 	4)  

				
					[image: ]
				

				 22.19.	1) sin2 α + 3cos2α – 3;	2) 3cos2α – sin2α + 1; 

					3) 4sin2α + 3ctgα tgα;	4) 5cos2α – ctgα tgα өрнегiнiң ең үлкен және ең кiшi мәндерi болатындай α-ның мәндерiн табыңдар.

				 22.20.	α-ның мүмкiн болатын мәндерiнде:

					1) ;

				 

					2) cos6 α + sin6 α + 3cos2 α · sin2 α өрнегiнiң мәнi тұрақты шама болатынын дәлелдеңдер.

				 22.21.	Өрнектi ықшамдаңдар:

					1) (1 + tgβ) · cos3β + (1 + ctgβ) · sin3β + 1; 

					2) 2 – + ctg2 β.

				 22.22.	1) sinα =  және cosα = ; 
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					2) sinα =  және cosα = ; 
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					3) sinα =  және cosα = ; 
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					4) tgα = 1,4 және ctgα = ; 
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					5) tgα = –2,4 және ctgα = ; 

					6) tgα =және ctgα = – теңдiгi ақиқат болатындай α бұрышы бола ма? 

				
					[image: ]
				

				22.23.	Егер ctgβ + tgβ = 4 болса, онда ctg2β +  + tg2β өрнегiнiң мәнiн табыңдар.

				22.24.	Өрнектi ықшамдаңдар:

				 1) 1 – sin23β – cos23β;	

					2) ; 

				 3) 2 – 2sin2α cos2α – sin4α – cos4α; 

					4) 1 – 2sin2α cos2α – sin6α – cos6α.

				22.25.	sinβ + cosβ = 0,6 екенi белгiлi. 1) sinβ – cosβ; 2) sin3β + cos3β; 3) sin4β + cos4β; 4) sin6β + cos6β өрнегiнiң мәнiн табыңдар.

				22.26.	X ғàñûðäà Áàғäàä ғàëûìû Әáó-ë-Âåôà ñèíóñ, êîñèíóñ, òàíãåíñ, êîòàíãåíñ, ñå-êàíñ, êîñåêàíñ ұғûìäàðûí және îëàðäûң àðàñûíäàғû íåãiçãi қàòûíàñòàðäû åíãiçãåí.

					Ортағасырлық шығыс математигі Әбу-л-Вефа туралы хабарлама дайындаңдар.

				22.27.	1) Егер a53 = 30 болса, онда арифметикалық прогрессияның алғашқы 105 мүшесiнiң қосындысының мәнiн табыңдар. 

					2) Егер a103 = 15 болса, онда арифметикалық прогрессияның алғашқы 207 мүшесiнiң қосындысының мәнiн табыңдар. 

				22.28.	Теңдеудiң графигiн салыңдар:

					1)  = 0;	2)  = 0; 
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					3)  = 0;	4)  = 0.
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							Ғалым-математик туралы хабарлама дайындаңдар
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					Әбу-л-Вефа(940—998)
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				22.29.	Өрнектi ықшамдаңдар:

					1) ; 

					2) .

				22.30.	Теңсiздiктi шешiңдер:

					1)  m 0;	

					2) l 0;

					3)  m 0;	

					4)  l 0.
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								Жаңа білімді меңгеруге дайындаламыз
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							22.31.	Өрнектердің мәндерін өсу ретімен орналастырыңдар:

								1) sin30°, cos60°, sin150°, cos120°; 

								2) tg30°, ctg60°, tg150°, ctg120°.

							22.32.	Өрнектің мәнін табыңдар:

								1) sin90° + 2cos150° – sin150° + ctg120°; 

								2) 2sin120° + cos90° – cos120° + tg150°.

						

					

				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					
						
							
								
									[image: ]
								

								
									
										Жаңа білімді меңгеруге арналған тірек ұғымдар

									

								

							

						

					

					
						
							Санды шеңбер, бастапқы және қозғалмалы радиус, α бұрышына бұру, санды аргументтің тригонометриялық функциялардың анықтамасы, тригонометриялық функциялардың қасиеттері, тригонометриялық функциялардың координаталық ширектердегі таңбалары, периодтылығы, жұптығы мен тақтығы, бір аргу-ментке байланысты тригонометриялық функциялар арасындағы қатынастар. 
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				§ 23. КЕЛТIРУ ФОРМУЛАЛАРЫ 
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							Келтіру формулаларын қорытып шығару мен қолдануды үйренесіңдер.
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				Тригонометриялық функциялармен байланысты көптеген есеп-тердi шығарғанда кез келген бұрыштың тригонометриялық функция-ларын сүйiр бұрыштың тригонометриялық функциясына келтiрудiң маңызы зор. Басқаша айтқанда, k ± α (мұндағы k — кез келген бүтiн сан, α — сүйiр бұрыш) бұрышының тригонометриялық функ-циялары берiлсе, онда оларды α бұрышының тригонометриялық функцияларына келтiрген ыңғайлы. Ол үшiн арнайы келтiру фор-мулалары қолданылады.

				Алдымен синус пен косинустың келтiру формулаларын қарас-тырайық. Одан кейін алған формулалар арқылы тангенс пен котан-генстiң формулаларын қорытып шығарамыз. 

				II ширектегi синус және косинусты қарастырайық. II ширектiң кез келген бұрышын  + α (мұндағы α — сүйiр бұрыш) түрiне келтiруге болады. Шеңбер алып, оның центрi О нүктесiнен айнал-дыра шеңбердiң R = ОА радиусын, алдымен α бұрышына, одан кейiн  + α бұрышына бұрайық (74-сурет). Осы бұрулар кезiнде ОА ра-диусы сәйкесiнше ОВ және ОВ1 радиустарына көшедi. В және В1 нүктелерiнен координаталық осьтерге перпендикуляр түсiремiз.
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				Нәтижесiнде ОСВD және ОС1В1D1 тiктөртбұрыштарын аламыз. ОС1В1D1 тiктөртбұрышы ОСВD тiктөртбұрышын О нүктесiнен ай-налдыра оң бағытта  бұрышына бұру арқылы шықты. Расында да, ∠ВОВ1 =  болғандықтан, бұру кезiнде В нүктесi В1 нүктесiне көшедi. Тура осылай С нүктесi С1 нүктесiне, ал D нүктесi D1 нүк-тесiне көшедi. 

				
					[image: ]
				

				Сондықтан В1 нүктесiнiң ордината-сы ретiнде В нүктесiнiң абсциссасын, ал В1 нүктесiнiң абсциссасы ретiнде В нүктесiнiң ординатасын қарама-қарсы таңбамен алуға болады:
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							Келтіру формулалары, синус, косинус, тангенс және котангенс
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				y1 = х және х1 = –у, 

				немесе

				 =  және  = –.
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				Анықтама бойынша бұрыштың синусы нүкте ординатасының радиусқа қатынасына тең екенiн бiлесiңдер, яғни 

				sin =  = , ал sinα =  = ; 
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				cos =  = , ал cosα =  = . 

				
					[image: ]
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				Осы теңдiктерден мына келтiру формулаларын аламыз:

				sin = cosα; cos= –sinα. (1)

				
					[image: ]
				

				у = sinx функциясының периоды 2π болатынын дәлелдейiк. 

				Дәлелдеуi. sin(x + 2πn) = sinx, мұндағы n = 0, ±1, ±2, … болғандықтан, синустың аргументiне 2πn -дi қосқаннан функцияның мәнi өзгермейдi. Кез келген х үшiн sin(x + P) = sinx теңдiгi орын-далатындай P саны берiлсiн. Онда бұл теңдiк x =  үшiн де орын-далады, яғни, sin = sin = 1. Келтiру формуласы бойынша sin = cosP. 
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				Соңғы екi теңдiктен cosP = 1 аламыз, бұл теңдiк P = 2πn болғанда ғана тура. Себебi, 2πn сандарының iшiндегi нөлден өзгеше ең кiшi сан 2π, демек, бұл сан у = sinx функциясының периоды болып та-былады. 

				sin2x = sin(2x + 2πn) = sin[2(x + πn)]. Демек, х аргументiне πn-дi қосқаннан функцияның мәнi өзгермейдi. Сонда πn сандарының iшiндегi нөлден өзгеше ең кiшi сан π. Демек, бұл сан у = sin2x функциясының периоды болып табылады. 

				– α бұрышы үшiн синус пен косинустың келтiру формулаларын қорытып шығару үшiн (1) формуладағы α бұрышын –α бұрышымен алмастырамыз:

				sin = cos(–α) = cosα, өйткенi косинус функциясы жұп;

				cos = –sin(–α) = –(–sinα) = sinα, өйткенi синус функ-циясы тақ функция.
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				Сонымен, келтiру формулаларының тағы екi түрi алынды: 

				 sin = cosα; cos = sinα. (2)

				
					[image: ]
				

				Бұл екi формула α сүйiр бұрышы үшiн ғана емес, кез келген α бұрышы үшiн де тура болады. 

				π + α бұрышы үшiн синус пен косинустың келтiру формулаларын қорытып шығарайық.

				Ол үшiн π + α бұрышын  +  түрiне келтiремiз және (1) формуланы екi рет қолданып, 

				
					[image: ]
				

				sin(π + α) = sin = cos = –sinα аламыз, дәл осылай 

				
					[image: ]
				

				cos(π + α) = cos = –sin = –cosα.

				
					[image: ]
				

				Яғни 

				sin(π + α) = –sinα; cos(π + α) = –cosα. (3)

				π – α бұрышын π + (–α) түрiнде жазып, (3) формуладан π – α бұрышының синусы мен косинусын тапсақ, мынадай келтiру фор-мулаларын аламыз:

				sin(π – α) = sinα; cos(π – α) = –cosα. (4)

					(4) формуланы өздерiң дәлелдеңдер.

				 + α бұрышы үшiн синус пен косинустың келтiру формула-ларын қорытып шығарайық. Мұнда да (3)-формуланы қорытып шығарғанда қолданған тәсiлдi пайдаланамыз. Басқаша айтқанда,  + α бұрышын  + (π + α) түрiне келтiремiз. Одан кейiн (1) және (3) формулаларды бiртiндеп қолданамыз. Сонда 
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				sin = sin[ + (π + α)] = cos(π + α) = –cosα,
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				cos = cos[ + (π + α)] = –sin(π + α) = –(–sinα) = sinα.
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				sin = –cosα; cos = sinα. (5)
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					 – α бұрышы үшiн синус пен косинустың келтiру формулаларын қорытып шығарыңдар:
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				sin = –cosα; cos = –sin α. (6)
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				2π + α және 2π – α бұрыштары үшiн синус пен косинустың келтiру формулаларын берейiк. Алдымен 2π + α бұрышы үшiн келтiру фор-мулаларын қарастырамыз. 
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				Егер α бұрышына 2π толық бұрышын қоссақ, одан тригонометриялық функциялардың мәндерi өзгермейтiнiн сендер бiлесiңдер. 

				Сондықтан келтiру формулаларын аламыз: 

				sin(2π + α) = sinα; cos(2π + α) = cosα. (7)

				(7)-формуладағы α бұрышын –α бұрышына ауыстырып, келесі келтiру формулаларын аламыз: 

				sin(2π – α) = –sinα; cos(2π – α) = cosα. (8)

					1. (8)-формуланы өздерiң дәлелдеңдер.

					2. tgα =  формуласын және жоғарыда дәлелденген (1) — (8) формулаларды қолданып, тангенс пен котангенстiң келтiру форму-лаларын (9 —12) дәлелдеңдер:

				tg = ctgα; ctg = tgα; (9)

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				tg(π ± α) = ±tgα; ctg(π ± α) = ±ctgα; (10)

				tg = ctgα; ctg = tgα; (11)
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				tg(2π ± α) = ±tgα; ctg(2π ± α) = ±ctgα. (12)

				(1) — (12) келтiру формулаларын бiр кестеге енгiзейiк:

				9-кесте

				
					x

				

				
					(90° + α)

					
						[image: ]
					

				

				
					 (90°–α)

					
						[image: ]
					

				

				
					π + α

					(180°+α)

				

				
					π – α

					(180°–α)

				

				
					 (270°+α)
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					(270°–α)
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					2π+α (360°+α)

				

				
					2π–α (360°–α)

				

				
					sinx

				

				
					cosα

				

				
					cosα

				

				
					–sinα

				

				
					sinα

				

				
					–cosα

				

				
					–cosα

				

				
					sinα

				

				
					–sinα

				

				
					cosx
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					–cosα

				

				
					–cosα
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					–sinα

				

				
					cosα
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					tgx
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					ctgα

				

				
					tgα

				

				
					–tgα

				

				
					ctgx

				

				
					–tgα

				

				
					tgα

				

				
					ctgα

				

				
					–ctgα

				

				
					–tgα

				

				
					tgα

				

				
					ctgα

				

				
					–ctgα

				

					Жоғарыдағы кестеден қандай заңдылықты байқауға болады?

				 Кестенi қолданып, келесі сұрақтарға жауап берiңдер:

					1. Қандай жағдайда (қандай бұрыштар үшiн) тригонометриялық функцияның аты өзгермейдi?

					2. Қай уақытта (қандай бұрыштар үшiн) тригонометриялық функ-цияның аты өзгередi (синус косинусқа, косинус синусқа, тангенс котангенске, котангенс тангенске)?

					3. Келтiру формулаларының оң жақтары үшiн тригонометриялық функцияның таңбасы қалай анықталады?

				Бұл сұрақтарға дұрыс жауап бере отырып, төмендегiдей қорытын-дыны аламыз:
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							Сендер білесіңдер
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				1) егер келтiрiлетiн тригонометриялық функцияның аргументi (бұрышы):

				π ± α (180° ± α), 2π ± α (360° ± α) болса, онда функцияның аты өзгермейдi;

				 ± α (90°± α),  ± α (270° ± α) болса, онда функцияның аты өзгередi, яғни синус косинусқа, косинус синусқа, тангенс котангенс-ке, котангенс тангенске ауысады;
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				2) келтiру формуласының оң жағының таңбасы сәйкес ширекте келтiрiлетiн функцияның таңбасымен бiрдей жазылады.

				1. sinπ мәнiн есептейiк.

				Шешуi. sinπ = sin = sin = .
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				Жауабы: .
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				2. cos(–780°) мәнiн есептейiк. 

				Шешуi. cos(–780°) = cos780° = cos(2 · 360° + 60°) = cos60° = .

				Жауабы: .
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				3. ctg(–750°) мәнiн есептейiк.

				Шешуi. ctg(–750°) = –ctg750° = –ctg(2 · 360° + 30°) = –ctg30° == –.

				Жауабы: –.
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				4. 1) cos510°; 2) tg1665°; 3) sin мәндерiн есептейiк. 
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				2) tg1665° = tg(4 · 360° + 225°) = tg225° = tg(180° + 45°) = tg45° = 1;

				3) sin = –sin(3 · 2π – ) = sin = .
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				 Жауабы: 1) –; 2) 1; 3) .
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				5.	1) ctg(–5π – α) sin(α – 3π); 

					2)  өрнектерiн ықшамдайық.

				Шешуi.	

				1) ctg(–5π – α) sin(α – 3π) = ctg[–(5π + α)] sin[–(3π – α)] =

				= –ctg(5π + α)[–sin(3π – α)] = –ctg(π + α)[–sin(π – α)] =

				= –ctgα (–sinα) = cosα.

				2)  =  =
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				=  =  ·  = 1.
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				 Жауабы: 1) cosα; 2) 1.

					1. sinx, cosx, tgx, ctgx өрнектерiн түрлендiргенде, х бұрышының қандай түрлерi үшiн келтiру формулалары қолданылады? 

					2. Барлық келтiру формулаларын қорытып шығару үшiн қандай фор-мулалар негiзгi болып саналады? 

				А

				23.1.	Мына өрнектердi бұрышы α болатын тригонометриялық функцияға келтiрiңдер: 

					1) sin(90° – α);	2) cos(90° – α);	3) sin(180° – α);

					4) cos(180°– α); 5) sin(270° + α); 6) cos(270° – α);

					7) sin(360°– α); 8) cos(360° + α); 9) ctg(180° – α);

					10) tg(90° + α);	11) ctg(270° – α); 12) tg(360° – α).

				23.2.	Есептеңдер:

					1) sin225°;	2) sin330°;	3) cos210°; 

					4) tg225°;	5) cos120°;	6) ctg150°.

				23.3.	Өрнектiң мәнiн табыңдар:

					1) sin(–225°);	2) sin;	3) cos;	4) tg(–240°); 
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					5) cos;	6) ctg;	7) sin;	8) tg.
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					Өрнектi ықшамдаңдар (23.4-23.5):

				23.4. 1) 1 – sin2(270° + α);	2) 1 – cos2(270° – α);	
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					3) 1 – sin2(360° – α); 4) 1 – cos2(360° + α);	

					5) 1 + ctg2(270° – α);	6) 1 + tg2(360°– α). 

				23.5.	1) sin(90°– α) + cos(180° + α) + ctg(270° – α) + tg(360° – α); 

					2) cos (90° + α) – sin(180° + α) + ctg(270° + α) + tg(360° + α);

					3) cos – sin(π + α) + ctg + tg(2π + α);

				
					[image: ]
				

					4) sin – cos(π + α) + tg + ctg(2π + α).

				
					[image: ]
				

				23.6.	Берiлген тригонометриялық функцияны бұрышы α (0° m α m 45°) болатын функцияға келтiрiңдер:  

					1) sin545°;	2) cos945°;	3) tg1545°;

					4) ctg545°; 5) sin;	6) cos;

				
					[image: ]
				

					7) tg;	8) ctg; 9) sin;

				
					[image: ]
				

					10) cos;	11) sin(–2489°);	12) tg(–4789°).

				23.7.	Өрнектiң мәнiн табыңдар:

				 1) ctg(–45°) · cos225° · sin150°;	2) tg(–135°) · cos300° · sin210°; 

				 3) ctg · cos150° · sin;	4) ctg(–225°) · cos · sin330°.

				
					[image: ]
				

				23.8.	Тепе-теңдiктi дәлелдеңдер:

					1) cos2(180°– x) + cos2(270° + x) = 1; 

					2) cos2(720° – x) + sin2(540° + x) = 1; 

					3) tg(2π – x) tg = –1; 

					4) ctg(6π – x) ctg = –1.

				В

				23.9.	Өрнек мәнiнiң таңбасын анықтаңдар:

					1) sin135° · cos210° · tg405° · ctg330° · cos560°;

					2) sin425° · cos250° · ctg420° · tg330° · sin750°; 

					3) sin · cos · tg · ctg · cos; 

				
					[image: ]
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					4) sin · cos · tg · ctg · sin.
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				23.10.	Өрнектi ықшамдаңдар:

					1) ;	

					2) ; 

					3) .

				23.11.	Өрнектiң мәнiн табыңдар:

					1) sin(–135°) · cos390° · tg405° · ctg(–330°);

					2) sin(–225°) · cos(–480°) · ctg(–420°) · tg300°.

				23.12.	Тепе-теңдiктi дәлелдеңдер:

					1) tgx + tg(180° – x) + ctg(360° – x) = ctg(180° – x); 

					2) ctgx + tg(90° + x) + tg(360° + x) = ctg(270° – x);

					3) sin· ctg + sin(180° – β) + ctg = tgβ. 

				
					[image: ]
				

				23.13.	Өрнектi ықшамдаңдар:

					1) sin(2π – x) · cos(90° + x) – cos(2π + x) · sin(270° – x) – 1; 

					2) sin(4π – x) · cos(270° – x) + cos(π + x) · sin(270° + x) – 1.

				23.14.	Өрнектiң мәнiн табыңдар:

					1) ;	2) ;

				
					[image: ]
				

					3) ;	4) .

				
					[image: ]
				

				23.15.	Өрнектi ықшамдаңдар: 

					1)  – ;	2)  + ;

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

					3) tg2(270° + α) · sin2(180° + α) + tg315°; 

					4) ctg2(360° – α) · cos2(270° + α) + sin270°.

				23.16.	Санды өрнектiң мәнiн есептеңдер:

					1) (sin315° – cos315°)2;	2) (sin225° – cos225°)2; 

					3) (sin135° + cos135°)2;	4) (sin315° +  cos315°)2.
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				23.17.	Формуланың дұрыстығын дәлелдеңдер:

					1) sin(45° + α) = cos(45°– α);	2) cos(45° + α) = sin(45° – α); 

					3) tg(45° + α) = ctg(45°– α);	4) ctg(45° + α) = tg(45° – α);

					5) sin(60° – α) = cos(30° + α);	6) ctg(80° – α) = tg(10° – α).

				23.18.	Тепе-теңдiктi дәлелдеңдер:

					1)  ·  = tg2x; 

				
					[image: ]
				

					2)  ·  ·  = sinx.

				
					[image: ]
				

				23.19.	1) tg(π – α) – 2tg(–α) өрнегiн ықшамдап, α = –45° болғандағы; 

					2) ctg(2π – α) – 2tg(–2α) өрнегiн ықшамдап, α = 30° болғандағы; 

					3) cos(3π – α) – 4sin(–α) өрнегiн ықшамдап, α = –45° болғандағы; 

					4) cos(3π – α) – 3sin(–α) өрнегiн ықшамдап, α = –30° болғандағы мәнiн табыңдар.

				23.20.	Өрнектi ықшамдаңдар:

					1) ; 

					2) ; 

					3) ; 

					4) .

				23.21.	Тепе-теңдiктi дәлелдеңдер:

					1) – cos = 1;

				
					[image: ]
				

					2) – cos(2π – α) = 1;

					3) + cos= 1;
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					4)  + cos(5π – α) = 1.
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				23.22.	Өрнектiң мәнiн табыңдар:

				 1) sin135° · cos210° · tg405° · ctg330°; 

					2) sin225° · cos150° · ctg420° · tg300°; 

				 3) sin · cos · tg · ctg; 

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

					4) sin · cos · tg · ctg.

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				23.23.	Егер А, В, С үшбұрыштың бұрыштары болса, онда: 

					1) sin(A + B) = sinC; 2) sin = cos; 

				
					[image: ]
				

					3) cos(A + B) = –cosC; 4) tg = ctg теңдiгiнiң дұрыстығын дәлелдеңдер.

				
					[image: ]
				

				23.24.	Өрнектiң мәнiн табыңдар:

					1) tg15° · tg210° · tg75° · ctg330°; 

					2) ctg35° · ctg55° · tg420° · сtg300°; 

					3) sin · cos · сtg · tg; 

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

					4) sin · cos · сtg · tg.

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				23.25.	Өрнектi ықшамдаңдар:

					1) tg1° · tg2° · ... · tg88° · tg89°;

					2) ctg1° · ctg2° · ... · ctg88° · ctg89°; 

					3) tg1° · tg3° · ... · tg87° · tg89°;

					4) ctg2° · ctg4° · ... · ctg86° · ctg88°.

				23.26.	Тепе-теңдiктi дәлелдеңдер:

					1) ctg3α · tgα + tg3α · ctgα + 2 = (tg(π + α) + ctg(2π + α))2; 

					2) sin3α · (1 + tgα) + cos3α · (1 + ctgα) = sin+ cos; 

				
					[image: ]
				

					3) ctg2 (3π + β) + sin ·  = .

				
					[image: ]
				

				23.27.	Есептеңдер:

					1) cos20° + cos40° + cos60° + … + cos160° + cos180°; 

					2) tg20° + tg40° + tg60° + … + tg160° + tg180°; 

					3) ctg15° + ctg30° + ctg45° + … + ctg150° + ctg165°.

				
					[image: ]
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				23.28.	90° < α < 180° екенi белгiлi. Егер: 

					1) cosα = –0,8 болса, онда sinα және ctgα-ны;

					2) sinα = 0,6 болса, онда cosα және ctgα-ны; 

					3) tgα = –4 болса, онда sinα және cosα-ны;

					4) ctgα = –6 болса, онда sinα және cosα-ны есептеңдер. 

				23.29.	Функцияның графигiн салыңдар:

					1) y = 3x2 – 2|x|;	2) y = –x2 – 2|x|;

					3) y = x2 – 2|x – 1|;	4) y = x2 – |x + 2|.

				23.30.	Тасжол бойымен аралығы 75 км болатын А және В пункт-терiнен бiр-бiрiне қарама-қарсы бағытта шыққан автобус пен жеңiл мәшине жарты сағаттан кейiн кездестi. Жеңiл мәшине А пунктiне жеткеннен кейiн 25 мин өткен соң автобус В пунктiне жеттi. Автобус пен жеңiл мәшиненiң жылдамдықтарын табың-дар.

				23.31.	Теңдеулер жүйесiн шешiңдер:

					1)  2)  3) 

				
					[image: ]
				

				
					
						
							[image: ]
						

						
							[image: ]
						

						
							
								Жаңа білімді меңгеруге дайындаламыз

							

						

						
							[image: ]
						

					

					
						
							23.32.	Өрнекті ықшамдаңдар:

								1) cos(90° + α) – 2sin(180° + α) + ctg(270° + α) + tg(360° + α);

								2) cos – sin(2π – α) + ctg · ctg(2π + α).

							
								[image: ]
							

							23.33.	Бірлік шеңберді салыңдар және Ох осінің оң бағытымен 60°, 120°, 210°, 270° бұрышты құрайтын ОА векторын кескіндеңдер, мұндағы А нүктесі — шеңбердің бойында жататын нүкте.

							
								[image: ]
							

						

					

				

				
					
						
							
								[image: ]
							

						

					

					
						[image: ]
					

					
						
							Қайталау

						

					

				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					
						
							
								
									[image: ]
								

								
									
										Жаңа білімді меңгеруге арналған тірек ұғымдар

									

								

							

						

					

					
						
							Санды шеңбер, бастапқы және жылжымалы радиустар, негізгі тригонометриялық тепе-теңдіктер, келтіру формулалары, век-тор, векторлардың скаляр көбейтіндісі.
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				§ 24. ЕКI БҰРЫШТЫҢ ҚОСЫНДЫсЫ МЕН АЙЫРЫМЫНЫҢ СИНУСЫ ЖӘНЕ КОСИНУСЫНЫҢ ФОРМУЛАЛАРЫ
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							Тригонометриялық функциялардың бұ-рыштарының қосындысы мен айырымының формулаларын қорытып шығару мен қолдануды үйренесіңдер.
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				Алдымен тригонометриялық функция-лар арқылы екi бұрыштың айырымының косинусының формуласын шығарайық. Ол үшiн центрi тiкбұрышты координата-лар жүйесiнiң басында орналасқан және радиусы  R = ОА болатын шеңбердi қарас-тырайық (75-сурет).  

				ОА бастапқы радиусты О нүктесiнен айналдыра α және β бұрыштарына бұру нәтижесiнде сәйкесiнше ОВ және ОС радиус-тарын аламыз. Егер В нүктесiнiң координа-талары x1 және у1, ал С нүктесiнiң координаталары x2 және у2 болса, онда  және  векторларының координаталары сәйкесiнше дәл осындай болады, яғни  = (х1; у1) және  = (х2; у2). 
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				Ендi  және  векторларының скаляр көбейтiндiсiн табамыз: 
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				 ·  = х1 · х2 + у1 · у2. (1)
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				α және β бұрыштарының синусы және косинусының анықтамасы бойынша cosα = , sinα = , cosβ = , sinβ =  (75-сурет). Осы теңдiктерден x1, y1, x2, y2-нi табайық: x1 = Rcosα, y1 = Rsinα,x2 = Rcosβ, y2 = Rsinβ. Ендi x1, y1, x2, y2-нiң мәндерiн (1) теңдiкке қоямыз: 
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				 · = R2cosα cosβ + R2sinα sinβ = R2(cosα cosβ + sinα sinβ).

				
					[image: ]
				

				Яғни 

					 ·  = R2(cosα cosβ + sinα sinβ).	(2)
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				Екi вектордың скаляр көбейтiндiсi туралы теореманы қолданып, (2) формуланың сол жақ бөлiгiн былай жазамыз:

				 ·  = || · || cos ∠BOC. (3)
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						Екi бұрыштың қосындысы мен айырымының тригонометрия-лық функцияларын сол бұрыштардың тригонометриялық функциялары арқылы өрнектейтiн формулаларды қосу форму-лалары деп атайды.
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				 және  векторларының арасындағы бұрыш ВОС бұрышын, немесе α – β бұрышын, немесе 2π – (α – β)-ға тең бұрышты бередi (76-сурет). ВОС бұрышы көрсетiлген бұ-рыштардан толық бұрыштың еселi санына өзгешеленуi мүмкiн. 
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				Барлық көрсетiлген жағдайларда 

				сos∠BOC = cos(α – β).

				Соңғы теңдiктi және || = R, || = R екенiн ескерiп, (3) теңдiктi былай жазамыз: 
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				 ·  = R · R · cos(α – β), немесе
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				 ·  = R2 · cos(α – β).  (4)
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				(2) және (4) теңдiктердiң сол жақтары тең, демек, олардың оң жақтары да тең болады. Яғни R2 · cos(α – β) = R2  (cosαcosβ + sinα ×

				× sinβ). Осыдан: 

				cos(α – β) = cosαcosβ + sinα sinβ. (5)

				(5) формуланы айырымның косинусы деп атайды.

				Екi бұрыштың қосындысының косинусының формуласын, яғни қосындының косинусын алу үшiн α + β қосындысын α – (–β) айыры-мы түрiне келтiрiп, (5) формуланы қолданамыз. Сонда соs(α + β) = = cos[α – (–β)] = cosα · cos(–β) + sinα · sin(–β) = cosα · cosβ – sinα × × sinβ, өйткенi cos(–β) = cosβ, sin(–β) = –sinβ. 

				Сонымен, мына формуланы аламыз:

				cos(α + β) = cosα cosβ – sinα sinβ. (6) 

				(6) формуланы қосындының косинусы деп атайды. 

				Екi бұрыштың қосындысы мен айырымының синусының форму-лаларын қорытып шығарайық. Ол үшiн (5) формула мен келтiру формулаларын қолданамыз. 
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						Екi бұрыштың қосындысының косинусы осы бұрыштардың косинустарының көбейтiндiсiнен сол бұрыштардың синустарының көбейтiндiсiн азайтқанға тең.
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						Екi бұрыштың айырымының косинусы осы бұрыштардың косинустарының көбейтiндiсiн сол бұрыштардың синустарының көбейтiндiсiне қосқанға тең.
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				sin(α + β) = cos = cos=соscosβ + + sinsinβ = sinα cosβ + cosα sinβ, себебi келтiру формулалары бойынша cos = sinα, sin = cosα.
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				Демек, 

				sin(α + β) = sinαcosβ + cosαsinβ. (7)

				(7) формуланы қосындының синусы деп атайды.

				(7) формуланы қолданып, екi бұрыштың айырымының синусының формуласын қорытып шығарайық. 

				sin(α – β) = sin[α + (–β)] = sinαcos(–β) + cosαsin(–β) = sinαcosβ –– cosαsinβ, өйткенi cos(–β) = cosβ, sin(–β) = –sinβ. 

				Демек,

				sin(α – β) = sinαcosβ – cosαsinβ. (8)

				(8) формуланы айырымның синусы деп атайды. 
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				1. Кестенi пайдаланбай және микрокалькулятордың көмегiнсiз соs105° өрнегiнiң мәнiн табайық. 

				Шешуi. 105° бұрышын 60° + 45° қосындысы түрiнде жазайық: 

				соs105° = соs(60° + 45°) = соs60°cos45° – sin60°sin45° =  ·  –  · = = (1 – ). 
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				Жауабы: (1 – ). 
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						Екi бұрыштың қосындысының синусы бiрiншi бұрыштың синусы мен екiншi бұрыштың косинусының көбейтiндiсiне бiрiншi бұрыштың косинусы мен екiншi бұрыштың синусының көбейтiндiсiн қосқанға тең.
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						Екi бұрыштың айырымының синусы бiрiншi бұрыштың синусы мен екiншi бұрыштың косинусының көбейтiндiсiнен бiрiншi бұрыштың косинусы мен екiншi бұрыштың синусының көбейтiндiсiн азайтқанға тең.
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				2. sin(α + β) – sin(α – β) өрнегiн ықшамдаңдар. 

				Шешуi. Қосындысы мен айырымының синусының формулаларын қолданамыз:

				sin(α + β) – sin(α – β) = sinαcosβ + cosαsinβ – sinαcosβ + cosαsinβ = = 2cosαsinβ. 

				Жауабы: 2cosα sinβ.

					1.	α және β бұрыштарының қосындысы мен айырымының синусы мен косинусының формулалары қандай бұрыштарға қолданылады? 

					2.	Қосу формулаларын атаңдар. 

				А

				24.1.	Өрнектi ықшамдаңдар:

					1) sin(60° + α) + sin(α – 60°); 2) cos(60° + α) + cos(α – 60°);

					3) sin(30° + α) – sin(30°– α); 4) cos(30° + α) – cos(30°– α);

					5) cos2ϕ cos3ϕ + sin2ϕ sin3ϕ; 6) sinγ cos2γ – cosγ sin2γ;

					7) cosα cosα – sinα sinα;	8) sinγ cosγ + cosγ sinγ.
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				24.2.	Өрнектiң мәнiн табыңдар:

					1) sin20°cos10° + cos20°sin10°;	2) cos50°cos5° + sin50°sin5°; 

					3) sin71°cos11° – cos71°sin11°;	4) cos25°cos65° – sin25°sin65°. 

				24.3.	Есептеңдер: 

					1) cos · cos + sin · sin; 
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					2) cosπ · cosπ – sinπ · sinπ;
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					3) sin · cos + cos · sin; 
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					4) sinπ · cosπ – cosπ · sinπ.
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				24.4.	α және β бұрыштары I ширекке тиiстi және sinα = , cosβ ==  екенi белгiлi. 
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					1) sin(α + β);	2) sin(α – β);	3) cos(α + β);	4) cos(α – β) өрне-гiнiң мәнiн табыңдар. 

				24.5.	Қосу формулаларын қолданып өрнектiң мәнiн табыңдар:

					1) sin105°;	2) cos105°;	3) sin165°;	4) cos165°.
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				 24.6.	Қосу формулаларын қолданып тепе-теңдiктi дәлелдеңдер:

					1) sin = cosα;	2) cos(π + α) = –cosα; 

					3) cos = –sinα;	4) sin(π + α) = –sinα.

				 24.7.	Өрнектi α бұрышының тригонометриялық функциясы арқылы өрнектеңдер: 

					1) sin;	2) cos;	3) sin; 

				
					[image: ]
				

					4) cos;	5) sin;	6) cos.

				
					[image: ]
				

				 24.8.	Қосу формуласын қолданып есептеңдер: 

					1) sin15°;	2) sin75°;	3) cos15°;	4) cos75°; 

					5) tg15°;	6) tg75°;	7) ctg15°;	8) ctg75°.

				 24.9.	Егер: 

					1) sinα = 0,3 және 0°< α < 90° болса, онда sin(45° – α); 

					2) cosα = 0,4 және 0°< α < 90° болса, онда sin(60° + α);

					3) sinα = 0,2 және 0°< α < 90° болса, онда cos(45° – α);

					4) cosα = 0,1 және 0°< α < 90° болса, онда sin(30° + α) өрнегiнiң мәнiн табыңдар.

				В

				24.10.	Өрнектi ықшамдаңдар:

					1) 2sin – sinα;	2) cosα – cos; 

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

					3) sinα – 2sin;	4) cos – cosα.
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				24.11.	Өрнектi ықшамдаңдар:

					1) sin(α + β) – sinβcosα;	2) sinα sinβ + cos(α + β);

					3) cos(α – β) – cosαcosβ;	4) cosα sinβ + sin(α – β).

				24.12.	Егер: 

					1) cosα = –0,5 және 90°< α < 180° болса, онда sin(45° – α); 

					2) sinα =  және 90°< α < 180° болса, онда sin(60° + α); 

					3) cosα = – және 90°< α < 180° болса, онда cos(60° + α);
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					4) sinα =  және 90°< α < 180° болса, онда cos(30° – α) өрнегiнiң мәнiн табыңдар.  

				24.13.	Өрнектiң мәнiн табыңдар: 

					1) ; 

					2) .

				24.14.	Өрнектi ықшамдаңдар:

					1) cosβ + sinβ –sin(45° + β); 

					2) cosβ +sinβ – 2cos(60° – β); 

					3) cosβ – sinβ –sin(45°– β); 

					4) cosβ + sinβ – 2cos(30° – β).

				24.15.	Тепе-теңдiктi дәлелдеңдер:

					1) sin(α + β) + sin(–α) cosβ = cosα sinβ;

					2) cos(α – β) – sin(–α) sin(–β) = cosα cosβ;

					3) sin(α – β) + cos(–α)sin(–β) = sinαcosβ; 

					4) cos(α + β) – cos(–α)cos(–β) = –sinαcosβ;

					5) cos(α + β) + cos(α – β) = 2сosαcosβ; 

					6) sin(α + β) + sin(α – β) = 2sinαcosβ; 

					7) sin(α + β) sin(α – β) = sin2α – sin2β;

					8) cos(α + β) cos(α – β) = cos2α – sin2β.

				24.16.	Өрнектi ықшамдаңдар:

					1) ;	2) ;
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					3) ;	4) .
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				С

				24.17.	Тепе-теңдiктi дәлелдеңдер:

					1) cosα cos(β + γ) – сosβcos(α + γ) = sinγsin(α – β);

					2) sin(α – β)sinγ + sin(β – γ)sinα = sin(α – γ)sinβ.
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				24.18.	Егер α, β және γ үшбұрыштың бұрыштары болса, онда мына теңдiктердiң дұрыстығын дәлелдеңдер:

					1) sinα = sinβsinγ + cosβsinγ; 2) cosα = sinβsinγ – cosβcosγ.

				24.19.	Үшбұрыштың екi сүйiр бұрышының синусының мәндерi 0,6 және 0,8. Үшбұрыштың үшiншi бұрышының синусының мәнiн табыңдар. 

				24.20.	Үшбұрыштың екi бұрышының косинусының мәндерi  және . Үшбұрыштың үшiншi бұрышының косинусының мәнiн табыңдар. 

				
					[image: ]
				

				24.21.	Өрнектiң ең үлкен және ең кiшi мәндерiн табыңдар:

					1) sinα + cosα;	2) sinα – cosα;	3) cosγ – sinγ; 

					4) sinβ + cosβ;	5) 2sinα – 3cosα;	6) 4cosγ + 5sinγ. 
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						[image: ]
					

					
						
							Қайталау

						

					

				

				24.22.	Теңдеулер жүйесiн шешiңдер:

					1) 	2) 

				
					[image: ]
				

				24.23.	 1) 40 т темiр кенінен 6% қоспасы бар 20 т шойын алады. Кенде қанша пайыз қоспа барын табыңдар. 

					2) Жаңа жиналған саңырауқұлақтың 90%-ы, кептiрiлген саңырауқұлақтың 12%-ы судан тұрады. 20 кг жаңа жиналған саңырауқұлақтан қанша килограмм кептiрiлген саңырауқұлақ алуға болады? 

				24.24.	1) у =  және у = х2 – 3х; 2) у =  және у = –0,5х3 функ-цияларының графиктерiн бiр координаталық жазықтыққа салыңдар және графиктердiң қиылысу нүктелерiнiң координаталарын жазыңдар. 

				
					[image: ]
				

				24.25.		77-суретте f(x) = ax3 + bx + c функ-циясының графигі берілген. 

					Графикті қолданып: 

					1) функция графигінің симметрия центрі болатын нүктенің координаталарын жа-зыңдар;

					2) х∈[–2; 2] болса, онда функцияның мән-дер жиынын көрсетіңдер;
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					3) 2f(–2) – 3f(0) + 2f(1) – 2f(2) өрнегінің мәнін табыңдар;

					4) f(x) = ax3 – bx – c функциясы үшін aс өрнегінің таңбасын анықтаңдар.
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										Жаңа білімді меңгеруге арналған тірек ұғымдар

									

								

							

						

					

					
						
							Негізгі тригонометриялық тепе-теңдіктер, бұрыштардың қосындысының және айырымының синусы мен косинусы.

						

					

				

				§ 25. ЕКI БҰРЫШТЫҢ ҚОСЫНДЫСЫ МЕН АЙЫРЫМЫНЫҢ ТАНГЕНСi МЕН КОТАНГЕНСiНiҢ ФОРМУЛАЛАРЫ 

				 

				
					
						
							
								[image: ]
							

						

					

					
						
							Бұрыштардың қосындысының және айыры-мының тангенсі мен котангенсінің формулаларын қорытып шығару мен қолдануды үйренесіңдер.
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				Тангенс пен котангенстiң қосындысының формулаларын қорытып шығару үшiн §24-тегі (5) — (8) формулаларды, сонымен қатар, тангенс пен котангенстiң синус пен косинус арқылы өрнектелетiн формулаларын қолдануға болады. 

				Мысал ретiнде тангенстiң қосындысының формуласын қорытып шығарайық:

				tg(α + β) =.

				cos α ≠ 0 және cos β ≠ 0 деп ұйғарып, шыққан бөлшектiң алымы мен бөлiмiн cosα · cosβ көбейтiндiсiне бөлемiз: 

				 =  = .
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								Жаңа білімді меңгеруге дайындаламыз
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							24.26.	Тепе-теңдікті дәлелдеңдер: 

								1) tgα + ctgα = ;	2) tgα + ctgβ = .
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							24.27.	Өрнекті ықшамдаңдар:

							 1) 1 – tgα · tgβ ; 2) сtgα · сtgβ – 1.

							24.28.	Егер sinα =  және < α < π болса, онда tgα және ctgα мән-дерін табыңдар.
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								Түйінді ұғымдар
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							Тангенс, котангенс
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				Демек, 

				tg(α + β) = . (1)

				(1) формуланы қосындының тангенсi деп атайды. 

					Айырымның тангенсiн, яғни 

					tg(α – β) =  (2)

					формуласының ақиқаттығын өздерiң дәлелдеңдер. 

					(1) және (2) формулаларды бiрiктiрiп, мына формуланы аламыз: 

				tg(α ± β) = . (3)

					Қосынды мен айырымның котангенсiн, яғни сtg(α + β) =  және сtg(α – β) = , (4)
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					немесе сtg(α ± β) =  формулаларының ақиқаттығын екi тәсiлмен дәлелдеңдер.
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							Мысал

						

					

				

				Егер tgα = , tgβ = , α және β сүйiр бұрыштар болса, онда α және β бұрыштарының қосындысының мәнiн табайық. 
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				Шешуi. α + β қосындысының тангенсiнiң мәнiн табу үшiн (1) формуланы қолданамыз: 

				tg(α + β) =  =  = = 1. 
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				tg(α + β) = 1, бұдан α + β = 45° шығады.

				Жауабы: 45°.

					1.	α және β бұрыштарының тангенсi мен котангенсiнiң қосындысы мен айырымының формулалары қандай бұрыштарға қолданылады? 

					2.	Қосынды мен айырымның тангенсiнiң ± және  таңбалары ненi бiлдiредi? Осындай таңбалары бар формулалар қалай қолданылады? 
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						Екi бұрыштың қосындысының тангенсi осы бұрыштардың тангенстерiнiң қосындысын бiр саны мен осы бұрыштардың тангенстерiнiң көбейтiндiсiнiң айырымына бөлгенге тең.
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				А

				25.1.	tgα =  және tgβ =  екенi белгiлi.
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				 1) tg(α + β); 2) tg(α – β); 3) ctg(α + β); 4) ctg(α – β) өрнегiнiң мәнiн табыңдар. 

				25.2.	Егер ctg(α + β) және ctg(α – β) болса, онда ctgα = 2 және ctgβ = –1,6 өрнектерiнiң мәндерiн табыңдар. 

				25.3.	Тангенс пен котангенстiң қосу формулаларын қолданып, өрнек-тiң мәнiн табыңдар:

					1) tg15°;	2) сtg15°;	3) tg75°; 

					4) tg105°;	5) сtg75°;	6) сtg105°. 

				25.4.	α бұрышын тригонометриялық функциялар арқылы өрнек-теңдер:

					1) tg;	2) ctg;	3) tg; 
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				 4) ctg;	5) tg;	6) ctg.
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				25.5.	Өрнектiң мәнiн табыңдар:

				 1) ; 2) ; 

				
					[image: ]
				

					3) ; 4) . 

				
					[image: ]
				

				В

				25.6.	Өрнектi ықшамдаңдар:

					1) tg(α + β) – tgα · tgβ tg(α + β); 

					2) tg(α + β) · tg(α – β) · (1 – tg2α · tg2β).

				25.7.	Тепе-теңдiктi дәлелдеңдер:

					1) = tgβ; 

					2) tg(α – β) + tgα · tgβ · tg(α – β) = tgα – tgβ.
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				 25.8.	Өрнектi ықшамдаңдар:

					1) ; 2) .

				
					[image: ]
				

				 25.9.	Өрнектi түрлендiрiңдер:

					1) tg(45° + α) · tg(45° – α);	2) tg(α + 60°) · tg(α – 60°); 

					3)  – tg(45°– α);	4) tg(45° + α) – .
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				25.10.	Тепе-теңдiктi дәлелдеңдер:

					1)  –  +  = ctgα + ctgβ; 

				
					[image: ]
				

					2)  +  + = 0.
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				С

				25.11.	Егер α және β бұрыштары I ширектiң бұрыштары болса, онда төмендегi теңсiздiктердiң дұрыстығын дәлелдеңдер: 

					1) sin(α + β) < sinα + sinβ;	2) sin(α + β) < cosα + cosβ;

					3) cos(α – β) < cosα + sinβ;	4) tg(α + β) > tgα + tgβ.

				25.12.	Өрнектi ықшамдаңдар:

					1) (tgα – 1) · tgβ + (tgα + tgβ) · ctg(α + β);

					2) 1 – .

				25.13.	tgα = , tgβ =  (мұндағы α және β — бiрiншi ширектiң бұрыштары) екенi белгiлi. α + β = 45° болатынын дәлелдеңдер.
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				25.14.	Тепе-теңдiктi дәлелдеңдер:

					1) = tg(β – 5π);	2)  = tgβ · tg3β.
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				25.15.	Өрнектiң мәндерiнiң жиынын табыңдар:

					1) sinα + 2cosα;	2) 3sinα – cosα;	3) cosγ + sinγ; 

				 4) sinβ – cosβ;	5) 5sinα – 4cosα;	6) cosγ + 3sinγ.
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				25.16.	Үшбұрыштың сүйiр бұрыштарының синустары 0,6 және 0,8-ге тең. Үшбұрыштың үшiншi бұрышының косинусын табыңдар.

				25.17.	Теңсiздiктi шешiңдер:

				 1) x2 + 3|x| – 18 l 0;	2) x2 – 2|x – 2| – 9 m 0.

				25.18.	Функцияның графигiн салыңдар және мәндер жиынын та-быңдар:

					1) y = x2 + 3|x|; 2) y = –x2 + 2|x|; 

					3) y = 2x2 – 3|x – 1|; 4) y = –2x2 + |x + 1|.

				
					
						
							
								
									[image: ]
								

								
									
										Жаңа білімді меңгеруге арналған тірек ұғымдар

									

								

							

						

					

					
						
							Негізгі тригонометриялық тепе-теңдіктер, тригонометриялық функцияларды қосу формулалары.

						

					

				

				§ 26. Тригонометриялық функциялардың қосбұрышының және жартыбұрышының формулалары 

				 

				
					
						
							
								[image: ]
							

						

					

					
						
							Қосбұрыштың және жартыбұрыштың фор-мулаларын қорытып шығару мен қолдануды үйренесіңдер. 
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								Түйінді ұғымдар
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							Синус, косинус, тан-генс, котангенс

						

					

				

				
					
						
							[image: ]
						

						
							[image: ]
						

						
							
								Жаңа білімді меңгеруге дайындаламыз

							

						

						
							[image: ]
						

					

					
						
							25.19.	Тепе-теңдікті дәлелдеңдер:

							 1) sin(α – β) + sin(–α)cos(–β) = cosαsin(–β); 

							 2) cos(α – β) + cos(α + β) = 2сosαcos(–β); 

							 3) sin(α – β) + sin(α + β) = 2sin(–α)cos(–β); 

							 4) sin(β – α)sin(α + β) = sin2β – sin2α.  

							25.20.	Өрнекті ықшамдаңдар:

								1) sinβ + cosβ + sin(45° – β); 

								2) cosβ + sinβ – 2cos(β – 30°).

							25.21.	Тепе-теңдікті дәлелдеңдер:

								1)  = tg2β; 2)  = tg2β · tg4β.
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				Тригонометриялық өрнектердi ықшамдау, тепе-теңдiктердi дәлелдеу кезiнде және басқа да жағдайларда қосбұрыштың три-гонометриялық функцияларын сол бұрыштың тригонометриялық функциялары арқылы өрнектеу керек болады. Басқа сөзбен айтқанда, 2α бұрышының синус, косинус, тангенс және котангенсiн α бұрышының тригонометриялық функциясы арқылы өрнектеу керек болады.

				Қосбұрыштың формулаларын қосу формулалары арқылы қорытып шығаруға болады. Мысалы, қосындының синусының формуласын, яғни sin(α + β) = sinαcosβ + cosαsinβ формуласын қолданып және осы формуладағы β-ны α-мен алмастырып, sin2α-ны табуға болады. 

				Сонда sin(α + α) = sinαcosα + cosαsinα = 2sinαcosα, немесе қосбұ-рыштың синусының формуласын аламыз:

				 sin2α = 2sinαcosα. (1)

					Төмендегi формулалардың дұрыстығын өздерiң дәлелдеңдер:

					cos2α = cos2α – sin2α. (2)

					tg2α = . (3)

					ctg2α = . (4)

				(1) — (4) формулалары қосбұрыштың формулалары деп аталады.

				
					
						
							
								[image: ]
							

						

					

					
						[image: ]
					

					
						
							Мысал

						

					

				

				1.  өрнегiн ықшамдайық. 

				Шешуi. 80° бұрышты екi көбейткiштiң көбейтiндiсi түрiнде жазып, (2) формуланы қолданамыз: cos80° = cos(2 · 40°) = cos240° –– sin240° = (cos40° + sin40°) · (cos40° – sin40°). Енді

				 бөлшегiндегi cos80° өрнегiнiң орнына (cos40° + + sin40°) · (cos40° – sin40°) өрнегiн қоямыз:

				
					
						Қосбұрыштың синусы осы бұрыштың синусы мен осы бұрыштың косинусының екi еселенген көбейтiндiсiне тең.
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						Қосбұрыштың формулалары:

						sin2α = 2sinα · cosα;

						cos2α = cos2α – sin2α = 1 – 2sin2α = 2cos2α – 1; 

						tg2α =  = .
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				= = cos40° – sin40°.
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				Жауабы: cos40° – sin40°. 

				2. 4sinαcosα · (cos2α – sin2α) = sin4α тепе-теңдiгiн дәлелдейiк.

				Дәлелдеуi. Теңдiктiң сол жағына синустың қосбұрышының (1) және косинустың қосбұрышының (2) формулаларын қолданамыз. Сонда

				4sinα cosα · (cos2α – sin2α) = 2 · sin2α · cos2α = sin4α. 

				3. Егер sinα =  және 0 < α <  болса, онда sin2α-ны табайық. 
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				Шешуi. Синустың қосбұрышының, яғни sin2α = 2sinα cosα формуласын қолданамыз. sin2α-ның мәнiн есептеу үшiн sinα мен cosα-ның мәндерiн бiлу керек. sinα-ның мәнi есептiң шарты бойынша белгiлi, сosα-ның мәнi белгiсiз. Бұл мәндi табу үшiн негiзгi тригонометриялық тепе-теңдiктi қолданамыз және α бұрышы бірінші ширекке тиісті екенін ескереміз. Сонда

				cosα = = ==.
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				Ендi sin2α-ның мәнiн есептеймiз: 

				sin2α = 2sinαcosα = 2 ·  ·  = , немесе sin2α = .
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					Жауабы: . 

					Дәреженi төмендету формулаларының дұрыстығын өздерiң дәлел-деңдер.

				
					
						Дәреженi төмендету формулалары:

						sin2α = (1 – cos2α);

						cos2α = (1 + cos2α).
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				Тригонометриялық функциялардың жартыбұрышының формула-ларын қорытып шығарайық. Ол үшiн косинустың қосбұрышының, яғни cos2α = cos2α – sin2α формуласын қолданамыз. Бұл теңдiк кез келген бұрыш үшiн, оның iшiнде  бұрышы үшiн де орындалады. Сондықтан бұл формуладағы α бұрышының орнына  бұрышын қоямыз:
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				cosα = cos2 – sin2. (А)
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				1 + cosα = 2cos2 аламыз. Бұдан cos = ±. 
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					1.	α және β қосбұрыштарының және жартыбұрыштарының коси-нусы, синусы мен тангенсiнiң формулалары қандай бұрыштарға қолданылады? 

					2.	Дәреженi төмендету формулаларын қандай α және β бұрыштарына қолдануға болады? 
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				26.1.	Өрнектi ықшамдаңдар:

					1) ;	2) ;	3) sin2x – cos2x;
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				26.2.	Өрнектiң мәнiн табыңдар:

					1) ;	2)  + 1;	3) 2 – ;
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					4) 2sin15°cos15°;	5) 4 sin15° cos15°cos30°;	6) cos215°cos275°. 

					Өрнектi ықшамдаңдар (26.3-26.4):

				26.3.	1) 1 – 2sin2α;	2) 2cos2α – 1;	3) сtgα – tgα; 

					4) ;	5) tg2α (1 – tg2α).

				26.4.	1) ; 2) ; 3) ; 4) .
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				26.5. 1) sinα және cosα; 2) tgα; 3) ctgα-ны ctg арқылы өрнектеңдер. 

				26.6.	Егер < α < π және sinα =  болса, онда sin2α, cos2α, ctg2α және tg2α-ны табыңдар. 
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				26.7.	Егер tgα = 2,4 және π < α <  болса, онда sin2α, cos2α, ctg2α және tg2α-ны есептеңдер.

				26.8.	Егер tg = 0,5 болса, онда sinα, cosα, tgα-ны табыңдар. 
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				 26.9.	Өрнектi ықшамдаңдар:

					1) cos2α – sin2α – cos2α;	2) sin2β – tgβ – cos2β tgβ;

					3) ctgϕ – sin2ϕ – ctgϕ cos2ϕ;	4)  – ;

				
					[image: ]
				

					5) (sinα – sinβ)2 + (cosα–cosβ)2 ;	6) 1 + ; 

					7) cosα (cosα +cosβ) + sinα(sinα + sinβ); 

					8) 1 +  –  – 2ctg2α; 

				
					[image: ]
				

					9) cos2α – 4sin2cos2 – cos2α;	10) ctg2α – ctgα.

				
					[image: ]
				

				26.10.	Өрнектi ықшамдаңдар:

					1) 4sin2 1°cos2 1° – cos2 2°;	2) 16sin23°cos23°cos26°;

					3) (sin10° + sin 80°) (cos80° – cos10°);

					4) (cos5° + cos95°) (sin85° + sin175°);

					5)  – 1;	6)  + sin28°.

				
					[image: ]
				

				26.11.	Егер cosα =  және 0 < α <  болса, онда sin, cos, ctg және tg-ны табыңдар. 

				
					[image: ]
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					[image: ]
				

				26.12.	Егер sinα =  және  < α < π  болса, онда sin, cos және tg-ны табыңдар.

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				26.13.	Жартыбұрыштың формуласын қолданып, sin22°30′; cos22°30′ және tg22°30′ өрнектерiнiң мәнiн табыңдар. 

				26.14.	Тепе-теңдiктi дәлелдеңдер: 

				 1) 1 + sinα = 2cos2; 

					2) 1 – sinα = 2sin2. 

				В

				26.15.	Өрнектi ықшамдаңдар:

					1) 1 – 8sin2β · cos2β;	2) tgβ · (1 + cos2β) – sin2β; 

					3) ;	4) .
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				26.16.	Тепе-теңдiктi дәлелдеңдер: 

					1) 2 + – = 0;	2) tgα + 2ctg2α = ctgα; 
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					3) tg2α + 2ctg2α = ;	4)  = ctgα;

				
					[image: ]
				

					5) ctgα – cos2α · ctgα = sin2α;	

					6) ctg2α – sin4α = cos 4α · ctg2α;

					7) 1 + cos(3π + 3α) cos2α – cos(1,5π – 3α) sin2α = 2sin22,5α;

					8) tg4α · (8cos2 (π – α) – cos(π + 4α) – 1) = 8sin4α;

					9)  = 1;

					10) 2tg· (tgα + ctgα) ·  = . 

				
					[image: ]
				

				26.17.	1) Егер tgα =  және π < α < 1,5π болса, онда sin2α; cos2α; tg2α өрнегiнiң мәнiн есептеңдер. 

					2) Егер cosα = –0,8 және π < α < 1,5π болса, онда sin0,5α; cos0,5α; tg0,5α өрнегiнiң мәнiн есептеңдер. 

				26.18.	Егер: 

					1) cos2α =  және π < α <  болса, онда tg; 

				
					[image: ]
				

					2) cos2β = 0,8 және < β < π болса, онда tgβ + ctgβ; 

					3) sin2α = – болса, онда tg2; 

				
					[image: ]
				

					4) sin2β = 0,25 болса, онда ctg2; 

					5)  = –0,5 болса, онда cos2α;

					6)  = –2 болса, онда sin2α өрнегiнiң мәнiн табыңдар.

				26.19.	Өрнектi ықшамдаңдар:

					1) ;	2) ; 3) ; 

				
					[image: ]
				

					4) ; 5)  мұндағы 0 m α m . 

				
					[image: ]
				

				С

				26.20.	Төмендегi формулаларды қорытып шығарыңдар: 

					1) sin3α = 3sinα – 4sin3α;	2) cos3α = 4cos3α – 3cosα;	

					3) tg3α = .
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				26.21.	Егер tg = –2 болса, онда 1) sin3α; 2) cos3α өрнегiнiң мәнiн табыңдар. 

				26.22.	Есептеңдер:

					1) cos20° · cos40° · cos80°;	2) sin210° · sin2 50° · sin2 70°; 

					3) cos20° · cos40° · cos60° · cos80°;	4) cos · cos;	5) sin · sin.
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				26.23.	Тепе-теңдiктi дәлелдеңдер: 

					1) 4sin3α · cos3β + 4cos3β · sin3β = 3sin4β; 

					2)  = tgβ.
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							Қайталау

						

					

				

				26.24.	Егер: 1) 0 < x < π болса, онда sin2x < 2sinx; 2) –< x <  болса, онда sin2x < 2cosx теңсiздiгiн дәлелдеңдер. 
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				26.25.	Өрнектiң ең үлкен және ең кiшi мәндерiн табыңдар:

					1) cos2x + 3sin2x; 2) sin4x + cos4x; 3) sin6x + cos6x.

				26.26.	Өрнектi ықшамдаңдар:

					1) cos – sinβ;	2) sin – cosβ. 
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				26.27.	1) y = 	

					2) y = 

					функциясының графигін салыңдар.

				26.28.	 Қабырғасының ұзындығы 6 м және биіктігі 80 см тіктөртбұрыш пішінді бөлігін қыштақтаймен желімдеу ке-рек. Егер қыштақтайдың өлшемі 25 см × 30 см, әр жәшікте 20 данадан және қажетті қыштақтайшалар санының 5%-ын шығын құрайтын болса, онда қанша жәшік қыштақтай сатып алу керек?
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							–х2 – х, мұндағы х m 0,

							2х – 3, мұндағы х > 0
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							х2 – 2х, мұндағы х l 0,

							1 – 3х, мұндағы х < 0;
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										Жаңа білімді меңгеруге арналған тірек ұғымдар

									

								

							

						

					

					
						
							Негізгі тригонометриялық тепе-теңдіктер, тригонометриялық функцияларды қосу формулалары, қосбұрыш пен жартыбұрыштың формулалары.

						

					

				

				§ 27. ТРИГОНОМЕТРИЯЛЫҚ ФУНКЦИЯЛАРДЫҢ ҚОСЫНДЫСЫ МЕН АЙЫРЫМЫН көбейтіндіге түрлендіру ФОРМУЛАЛАРЫ
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							Тригонометриялық функциялардың қосындысы мен айырымын көбейтіндіге түрлендіру фор-мулаларын қорытып шығару мен қолдануды үйренесіңдер.

						

					

					
						[image: ]
					

				

				α бұрышын + қосындысы және β бұрышын – айырымы түрiнде жазайық. 
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				sinα + sinβ қосындысын түрлендiрейiк: 

				sinα + sinβ = sin + sin = 
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				= sin cos + cos sin + sin cos – – cos sin = 2sin cos.
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				Түрлендiру нәтижесiнде синустардың қосындысының формула-сын аламыз: 

				sinα + sinβ = 2sin cos. (1)
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				sinα – sinβ айырымын түрлендiрейiк: 

				sinα – sinβ = sin – sin = 
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								Түйінді ұғымдар
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							Синус, косинус, тан-генс, котангенс
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						Екi бұрыштың синустарының қосындысы осы бұрыштардың қосындысының жартысының синусы мен осы бұрыштардың айырымының жартысының косинусының екi еселенген көбейтiндiсiне тең. 
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								Жаңа білімді меңгеруге дайындаламыз
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							26.29.	Өрнекті көбейтінді түрінде жазыңдар: 

								1) sin(α + β) + sin(α – β); 2) cos(α + β) + cos(α – β);

								3) sin(α + β) – sin(α – β); 4) cos(α + β) – cos(α – β).
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					7) sinx + siny;	8) sin – sin;

				
					[image: ]
				

					9) sin + sin;	10) sinx – cosy;

				
					[image: ]
				

					11) sin2x + cos4x;	12) cosβ – sin6β.

				27.3.	Тригонометриялық өрнектi көбейтiндiге түрлендiрiңдер: 

					1) sinα + ;	2)  – sinα;	3)  – sinα;

				
					[image: ]
				

					4) sinα + ;	5)  + cosα;	6) cosα + ;
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					7) cosα – ;	8)  – cosα;	9) 1 + 2cosx;

				
					[image: ]
				

					10) 2cosx – ;	11)  – 2sin4x;	12)  + 2cos2x. 
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				27.4. Өрнектi ықшамдаңдар:

					1) ;	2) ;
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					3) ;	4) ;
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					5) ;	6) ; 
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					11) ;	12) ; 
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					13) ;	14) ; 
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					15) ;	16) . 
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				27.5.	Тепе-теңдiктi дәлелдеңдер:

					1) (sinα + sinβ)2 + (cosα + cosβ)2 = 4 cos2; 

					2) sin2(x + y) – sin2 (x – y) = sin2x sin2y; 

					3) сos2(α + β) – cos2 (α – β) = –sin2α sin2β; 

					4) (sinx – siny)2 + (cosx – cosy)2 = 4sin2. 
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				 27.6.	Өрнектi түрлендiрiңдер:

					1) tg75° – tg15°;	2) ctg11° + ctg34°;

					3) tg25° + tg65°;	4) tg85° + ctg85°; 

					5) ctg50° – ctg20°;	6) tg25° – ctg85°;

					7) tg15° + ctg75°;	8) ctg15° – tg75°.

				В

				 27.7.	Тепе-теңдiктi дәлелдеңдер:

					1)  = tg3α;

					2)  = tg5α ; 

					3)  = –ctg3α; 

					4)  = –tgα.

				 27.8.	Өрнектi көбейтiндiге түрлендiрiңдер: 

					1) sin2α – sin2β; 2) cos2α – cos2β; 

					3)  – sin2x; 4) cos2x – .

				
					[image: ]
				

				 27.9.	Өрнектi ықшамдаңдар: 

					1) ;	

					2) ;

					3) ; 

					4) ;

					5) ; 

					6) .

				27.10.	Өрнектi ықшамдап, мәнiн табыңдар:

					1) ; 

					2) ;
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				 3) ; 

					4) .

				27.11.	Өрнектi ықшамдаңдар: 

					1) 1 – 2sin2α + cos(4α – 2π);	

					2) sin+ sin.

				
					[image: ]
				

				С

				27.12.	Өрнектi көбейтiндi түрiнде жазыңдар:

					1) 1 + sinβ + cosβ;	2) 1 + sinβ – cosβ;

					3) 1 – sinβ + cosβ;	4) 1 – sinβ – cosβ.

				27.13.	Өрнектi көбейткiштерге жiктеңдер немесе бөлшек түрiнде жазыңдар: 

					1) 3 – 4 sin24α; 2) 4cos24β – 3; 

					3) tg25β – 3; 4) 1 – ctg23α.

				27.14.	Тепе-теңдiктi дәлелдеңдер:

					1)  = tg4x; 

					2)  = cos2x.

				27.15.	А, В және С шамалары үшбұрыштың iшкi бұрыштары екенi белгiлi. Төмендегi теңдiктердiң дұрыстығын дәлелдеңдер:

					1) sinA + sinB + sinC = 4cos · cos · cos; 

				
					[image: ]
				

					2) sin2A + sin2B + sin2C = 4sinA · sinB · sinC; 

					3) sin4A + sin4B + sin4C = –4sin2A · sin2B · sin2C.

				27.16.	Есептеңдер: 

					1) tg9° – tg27° – tg63° + tg81°;

					2) ctg7,5° – tg7,5° + tg67,5° – ctg67,5°;

					3) 4(сos24° – сos12° + cos48° – cos84°);

					4) cos23° + cos2117° + cos2123°. 
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				27.17.	Егер:

					1) sinβ = 0,6 және 90°< β < 180° болса, онда cosβ-ны; 

					2) cosβ = –0,2 және 180°< β < 270° болса, онда sinβ-ны; 

					3) cosβ = –0,4 және 90°< β < 180° болса, онда tgβ-ны; 

					4) sinβ = –0,3 және 270°< β < 360° болса, онда ctgβ-ны табыңдар. 

				27.18.	1) tgβ = 0,2 болса, онда ; 

					2) tgβ= 0,2 болса, онда ;

					3) tgβ = 0,1 болса, онда ;

					4) tgβ = 0,3 болса, онда  өрнегiнiң мәнiн есептеңдер.

				27.19.	Өрнектi ықшамдаңдар:

					1) sin(π + x) · sin(4π + x) – cos(6π –2x);

					2) sin(2π + 2x) + 4 sinx · sin.

				27.20.	Теңсiздiктер жүйесiн шешiңдер: 

					1) 	2)  
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										Жаңа білімді меңгеруге арналған тірек ұғымдар

									

								

							

						

					

					
						
							Негізгі тригонометриялық тепе-теңдіктер, келтіру форму-лалары, тригонометриялық функцияларды қосу формулалары, тригонометриялық функциялардың қосындысы мен айырымын көбейтіндіге түрлендіру формулалары, қосбұрыштың және жартыбұрыштың формулалары.
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								Жаңа білімді меңгеруге дайындаламыз
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							27.21.	Тригонометриялық өрнекті түрлендіріңдер:

								1) cos(α + 2β) + sinα · sin2β; 2) cos(3α – 2β) – sin3α · sin2β.

							27.22.	Өрнекті түрлендіріңдер:

								1) sin(2α + β) – sin2α · cosβ; 2) sin(3α + 2β) + cos3α · sin2β.
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				§ 28. ТРИГОНОМЕТРИЯЛЫҚ ФУНКЦИЯЛАРДЫҢ КӨБЕЙТIНДIСIН ҚОСЫНДЫ немесе айырымға ТҮРЛЕНДIРУ ФОРМУЛАЛАРЫ 
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							Тригонометриялық функциялардың көбей-тіндісін қосындыға немесе айырымға түрлендіру формулаларын қорытып шығару мен қолдануды үйренесіңдер.
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				Тригонометриялық функциялардың көбейтiндiсiн қосындыға түрлендiру үшiн қосу формулаларын қолданамыз. Расында да, екi бұрыштың қосындысының синусы және екi бұрыштың айырымының синусының формулаларын қолданып, sin(α + β) + sin(α – β) қосын-дысын табамыз. Ол үшiн аталған формулаларды мүшелеп қосамыз: 

				+sin(α + β) = sinαcosβ + cosαsinβ; 

				sin(α – β) = sinαcosβ – cosαsinβ.

				Қосу нәтижесiнде sin(α + β) + sin(α – β) = 2sinαcosβ теңдiгiн ала-мыз. Осы теңдiктен мына формула шығады: 

				sinαcosβ = [sin(α + β) + sin(α – β)]. (1)

				Осылайша екi бұрыштың қосындысының синусы және екi бұрыштың айырымының синусының формулаларын қолданып, sin(α + β) – sin(α – β) айырымын табамыз. Ол үшiн аталған форму-лаларды мүшелеп азайтамыз:

				–sin(α + β) = sinαcosβ + cosαsinβ; 

				sin(α– β) = sinαcosβ – cosαsinβ.

				Азайту нәтижесiнде 

				sin(α + β) – sin(α– β) = 2cosαsinβ 

				теңдiгiн аламыз. Осы теңдiктен мына формула шығады: 

				cosαsinβ = [sin(α + β) – sin(α – β)]. (2)

				Тура осылай, екi бұрыштың қосындысының косинусы және екi бұрыштың айырымының косинусының формулаларын қолданып, cos(α + β) + cos(α – β) қосындысын табамыз. Ол үшiн аталған фор-мулаларды мүшелеп қосамыз: 

				+ cos(α + β) = cosαcosβ – sinαsinβ

				 cos(α – β) = cosαcosβ + sinαsinβ.

				Қосу нәтижесiнде 

				cos(α + β) + cos(α– β) = 2cosαcosβ 

				теңдiгiн аламыз. Осы теңдiктен мына формула шығады: 

				cosα cosβ = [cos(α + β) + cos(α – β)]. (3)
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				Тура осылай, екi бұрыштың қосындысының косинусы және екi бұрыштың айырымының косинусының формулаларын қолданып, cos(α + β) – cos(α – β) айырымын табамыз. Ол үшiн аталған формула-ларды мүшелеп азайтамыз: 

				– cos(α – β) = cosα cosβ + sinα sinβ

				 cos(α + β) = cosα cosβ – sinα sinβ.

				Азайту нәтижесiнде 

				cos(α – β) – cos(α + β) = 2sinα sinβ 

				теңдiгiн аламыз. Осы теңдiктен мына формула шығады: 

				sinα sinβ = [cos(α – β) – cos(α + β)]. (4)
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				1. cos75° cos15°өрнегiнiң мәнiн есептейiк.

				Шешуi. (3) формуланы қолданамыз: cos75° cos15° = [cos(75°+ + 15°) + cos(75° – 15°)] = (cos90° + cos60°) =(0 + ) = .
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				Жауабы: .
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				2. sin3α sin7α cos4α көбейтiндiсiн қосындыға түрлендiрейiк.

				Шешуi. Алғашқы екi көбейткiшке (4) формуланы қолданамыз: sin3αsin7αcos4α =[cos(3α – 7α) – cos(3α + 7α)] cos4α =(cos4α – – cos10α) cos4α = (cos24α – cos10α cos4α). 
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				Ендi (3) формуланы қолданамыз:

				(cos24α – cos10α cos4α) = (cos24α – cos14α – cos6α). 
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				Жақшаны ашамыз: cos24α – cos14α –cos6α.
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				Жауабы: cos24α – cos14α –cos6α.
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					1.	Тригонометриялық функциялардың көбейтiндiсiн қосындыға түр-лендiру формулаларын қандай бұрыштар үшiн қолдануға болады?

					2.	sinαsinβ = [cos(α – β) – cos(α + β)] формуласын нелiктен три-гонометриялық функциялардың көбейтiндiсiн айырымға емес қо-сындыға түрлендiру формулаларына жатқызады?
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				А

				28.1.	Өрнектi тригонометриялық функциялардың қосындысы түрiнде жазыңдар:

					1) sin5α · cos2α;	2) sin8α · cos12α;

					3) cos5α · cos7α;	4) cos6α · cos(–15α);

					5) sin6α · sin14α;	6) sin3α · sin(–21α); 

					7) sin· cos3α;	8) sin(π + 5α) · cos(3π – 3α); 

					9) cos7α · cos(2π + 9α).

				28.2.	Өрнектi қосынды немесе айырым түрiнде жазыңдар:

					1) 2sin27° cos9°;	2) –2sin25° sin15°;

					3) 2sinα cos3α;	4) 2cos2α cosα;

					5) cos(x + 1) cos(x – 1);	6) 2sin(a + b) cos(a – b); 

					7) sin(m + n) sin(m – n);	8) sin(2x + 3) sin(x – 3); 

					9) sin(1 – x) · cos(1 – 2x). 

				28.3.	Есептеңдер:

					1) 2sin22°30′ · cos7°30′;	2) 2cos7°30′ · sin52°30′; 

					3) cos · cos;	4) sin · sin.
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				28.4.	1) cos75° · sin345° = –0,25;	2) sin105° · sin295° = 0,25 теңдiгi-нiң ақиқаттығын дәлелдеңдер.

				28.5. 1) sinα sinβ = ; cosα cosβ = – болса, онда cos(α + β);
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					2) sinα sinβ = ; cosα cosβ =  болса, онда cos(α – β);

				
					[image: ]
				

					3) cosα cosβ = –; sinα sinβ = – болса, онда cos(α – β);
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					4) cosα cosβ = –; sinα sinβ =– болса, онда 3cos(α + β) өрнегiнiң мәнiн табыңдар.
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				 28.6.	1) 2sin; 2) 2sin 

				
					[image: ]
				

					өрнегiн ықшамдаңдар. 

				 28.7.	1) 4cos+ 2cosα; 

					2) ;

					3) cos2(45° – x) – cos2(60° + x) – cos75°sin(75° – 2x) = sin2x; 

					4) sin2(45° + x) – sin2(30° – x) – cos75° · cos(15° + 2x) = sin2x теңдiгiнiң ақиқаттығын дәлелдеңдер.

				 28.8.	1) cos100° cos110° + cos20° cos10° = cos10°;

					2) 2cos47° cos73° – sin64° = –0,5 теңдiгiнiң ақиқаттығын дә-лелдеңдер. 

				В

				 28.9.	Өрнектi қосынды түрiнде жазыңдар:

					1) 8cosβ · cos2β · cos4β;	2) cos3β · cos5β · cos8β; 

					3) 4sinβ · sin4β · cos5β;	4) 2cosα · sin2α · cos6α;

					5) sinα · sin3α · sin6α;	6) 16sinα · cos2α · sin10α.

				28.10.	Егер: 1) сosα =  болса, онда cos8α + cos6α + 2 sin5α · sin3α;

					2) сosα = – болса, онда cos12α – cos6α – 2 сos5α · cos7α; 

					3) sinα = a болса, онда sin2α cos5α – sinα cos6α; 

					4) cosα = a болса, онда cos7α cos4α – cos8α cos3α өрнегiнiң мәнiн табыңдар. 

				28.11.	1) cos75° · cos15° = ;	2) sin105° · sin75° = ;
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					3) 4 coscos= 1 – 4sin2α; 

				
					[image: ]
				

					4) 4sincos= 3 – 4cos2β теңдiгiнiң ақиқаттығын тексерiңдер. 

				
					[image: ]
				

				28.12.	Егер: 1) sinx =  болса, онда cos6x + cos8x + 2sin3x · sin5x; 

					2) cosx = – болса, онда cos12x – cos6x – 2cos7x · cos5x өрнегiнiң мәнiн табыңдар. 
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				28.13.	Тепе-теңдiктi дәлелдеңдер:

					1) sin22x – cos · sin = ; 

				
					[image: ]
				

					2) 1 + 2cos2x – 4cos· cos = 0.

				
					[image: ]
				

				28.14.	Тригонометриялық өрнектiң мәнiн табыңдар:

					1) sin15° cos7° – cos11° cos79° – sin4° sin86°; 

					2) cos17° cos73° – sin13° cos21°– cos4° cos86°. 

				28.15.	Өрнектi ықшамдаңдар:

					1) sin 5x · sin4x + sin4x · sin3x – sin2x · sinx – 2sin3x ×

					× sin5x · cosx; 

					2) 1 + tg3x – tg (60° + x) · tgx. 

				28.16.	Тепе-теңдiктi дәлелдеңдер:

					1)  = ctg5,5α;

					2)  = ctg4,5β; 

					3)  = cosα · tg2α;

					4)  = 4cos2β. 

				С

				28.17.	Көбейтiндiнi тригонометриялық функциялардың қосындысына түрлендiрiңдер: 

					1) 4sin5° · cos15° · sin25°; 

					2) 4sin20° · cos20° · cos80°. 

				28.18.	Тепе-теңдiктi дәлелдеңдер:

					1) 4cos3α · cos5α · cos6α = cos14α + cos4α + 2cos5α · cos3α; 

					2) 8sin3α · cos2α = sinα – 0,5sin5α + 0,5sin3α.

				28.19.	Есептеңдер: 

					1) cos5° · cos55° · cos65°; 

					2) cos12° · cos24° · cos36° · cos48° · cos72° · cos84°.
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				28.20. Теңдеулер жүйесiн шешiңдер:

					1) 	2) 

				
					[image: ]
				

					3)  4)  
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				28.21.	Функцияның анықталу облысын табыңдар:

					1) y = ; 

					2) y = ;

					3) y =  + ;

				
					[image: ]
				

					4) y = – .
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				28.22.	Өрнектiң мәнiн табыңдар:

					1) 1 + sin268° – sin238° – 0,5sin106°;

					2) sin2 35° + sin225° + 0,5cos10° – 3.

				28.23.	Функцияның ең үлкен немесе ең кiшi мәнiн табыңдар. Функ-ция графигiнiң симметрия осiнiң теңдеуiн жазыңдар: 

				 1) y = 2x2 – 4x + 5; 2) y = –x2 – 6x + 3; 

					3) y = x2 – x – 2; 4) y = x2 – x + 1.

				
					[image: ]
				

				28.24.	 Доп жоғары лақтырылған. Оның лақтырылған уақы-тынан бастап биіктігі h(t) = –3t2 + 12t, мұндағы h — метрмен алынған биіктік, t — секундпен алынған уақыт, форму-ласымен анықталады. “Жанды геометрия” бағдарламасын қолданып функцияның графигін салыңдар. Доп 9 м-ден кем емес биіктікте қанша уақыт болады?
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				4. –2sin2 αcos2α = sin4α + cos4α – 1 тепе-теңдiгiн дәлелдейiк.

				Дәлелдеуi. Теңдiктiң оң жағына түрлендiру жасайық. Ол үшiн оң жаққа 2sin2α cos2α өрнегiн қосайық және азайтайық: sin4α + cos4α + + 2sin2αcos2α – 2sin2αcos2α – 1 = (sin4α + 2sin2αcos2α + cos4α) –– 2sin2αcos2α – 1 = (sin2α + cos2α)2 – 2sin2αcos2α – 1 = 1 – 2sin2αcos2α – 1 == –2sin2α cos2α. 

				Кейбiр жағдайларда бiрдей өрнек шыққанша тепе-теңдiктiң екi жағын да түрлендiредi.

				5. 2(sin6α + cos6α) + 1 = 3(sin4α + cos4α) тепе-теңдiгiн дәлелдейiк.

				Дәлелдеуi. Алдымен сол жақтағы өрнектi түрлендiрейiк: 2(sin6α + + cos6α) + 1 = 2[(sin2α)3 + (cos2α)3] + 1 = 2[(sin2α + cos2α)(sin4α – sin2α× × cos2α + cos4α)] + 1 = 2[1·(sin4α – sin2α cos2α + cos4α – 3sin2α cos2α + + 3sin2αcos2α)] + 1 = 2[(sin2α + cos2α)2 – 3sin2αcos2α] + 1 = = 2(1– 3sin2α cos2α) + 1 = 2 – 6sin2α cos2α + 1 = 3 – 6sin2α cos2α.

				Ендi теңдiктiң оң жағындағы өрнектi түрлендiремiз:

				3(sin4α + cos4α) = 3[(sin2α)2 + (cos2α)2 + 2sin2α cos2α – 2 sin2α cos2α] = = 3[(sin2α + cos2α)2 – 2sin2α cos2α] = 3(1 – 2 sin2α cos2α) = 3 – 6sin2α cos2α.

				Теңдiктiң екi жағын да түрлендiрiп, бiрдей 3 – 6sin2α cos2α өрнегiн алдық. Демек, тепе-теңдiк тура болады. 

				Кейбiр жағдайларда тепе-теңдiктердi дәлелдеу үшiн әртүрлi ере-желер, қасиеттер және т.с.с. қолданылады. 

				6.  =  тепе-теңдiгiн дәлелдейiк.
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				Дәлелдеуi. Егер берiлген теңдiктi пропорция деп қарастырсақ, онда пропорцияның қасиетiн қолдануға болады. Яғни  =  теңдiгi пропорция болуы үшiн оның ad шеткi мүшелерiнiң көбейтiндiсi bc ортаңғы мүшелерiнiң көбейтiндiсiне тең болады. Сондықтан берiлген тепе-теңдiктi (1 – sinα)(1 + sinα) = cosα · cosα теңдiгiмен алмастырамыз. 
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				Соңғы теңдiктiң сол жағын түрлендiремiз: (1 – sinα)(1 + sinα) == 1 – sin2α = cos2α.

				Теңдiктiң оң жағы да cosα · cosα = cos2α бередi.

				Ескерту. Құрамында бөлшек өрнектер бар тепе-теңдіктерді дәлелдеу кезінде айнымалының мүмкін болатын мәндер жиынын міндетті түрде ескеру қажет. Сонда 6-мысалда cosα ≠ 0 және sinα ≠ –1.

					1. Теңдігін дәлелдеу үшін тепе-теңдіктің қайсы жақ бөлігін түрлендіру керек?

				А

				29.1. Тригонометриялық өрнектi ықшамдаңдар:

					1) cos – sin;

				
					[image: ]
				

					2) 8tg945° + tg(810° + α) – ctg(450°– α);

					3) sin(2α – π) + 2 cos · sin; 

				
					[image: ]
				

					4) sin(α + π) + tg(α – π);

					5) sin(23π + 2018) + cos; 

					6) sin+ cos(68π – α);	

					7) tg(9π – α) + ctg; 

					8) ;

					9) sin(7π – α) · cos – sin · cos(6π – β);
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					10) ;

					11) tg2(540° – α) ; 

					12) tg(13π – α) · tg – sin(α – 22π).
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					Өрнектi ықшамдап, мәнiн табыңдар (29.2-29.3):

				29.2.	1) sin7°cos23° + sin23°cos7° + 1;

					2) ;	

					3) ;

					4) sin64° cos26° + cos64° sin26° – sin30°; 

					5) ; 

					6) ;

					7) ;	

					8) .

				29.3.	1) ;	

					2) ;

					3) ;	

					4) .

				29.4.	Теңдiктiң ақиқаттығын тексерiңдер:

					1) sin93°– sin63°= sin33°;	

					2) cos14°– sin16°= cos46°. 

				29.5.	Есептеңдер:

					1) ;	2) ; 
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					3) ;	4) . 
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				29.6.	Егер:

					1) tgβ = 2 болса, онда ; 

					2) tgβ = –2 болса, онда ; 

					3) tgβ = –4 болса, онда ; 

					4) tgβ = 3 болса, онда  өрнегiнiң мәнiн есеп-теңдер.

				В

				 29.7.	Егер:

					1) cosα =  болса, онда ;

				
					[image: ]
				

					2) cosα =  болса, онда cos2α – cos6α; 

					3) sinα =  болса, онда sin5α – sin3α;   

					4) cosα =  болса, онда cos3α – cos5α тригонометриялық өрнегiнiң мәнiн табыңдар. 

				 29.8.	Есептеңдер:

					1) tg1° · tg5° · tg9° · ... · tg85° · tg89°; 

					2) ctg2° · ctg8° · ctg14° · ... · ctg82° · ctg88°.

				 29.9.	1) sinx = 0,21 болса, онда sin + cos; 

				
					[image: ]
				

					2) sin + cos =  болса, онда tgx;

				
					[image: ]
				

					3) sin – cos =  болса, онда cosx; 

				
					[image: ]
				

					4) sin x = –0,44 болса, онда sin – cos; 

				
					[image: ]
				

					5) sin+ cos = 0,6 болса, онда sinx;

				
					[image: ]
				

					6) cosx = 0,8 болса, онда (sin + cos) өрнегiнiң мәнiн табыңдар.
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				29.10.	Есептеңдер:

					1) cos + cos + cos; 
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					2) cos cos + coscos + coscos. 
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				29.11.	1) sinα сosβ = ; α + β =  болса, онда sin(α – β); 

				
					[image: ]
				

					2) sinα сosβ = –; α – β = – болса, онда sin(α + β);

				
					[image: ]
				

					3) cosα сosβ = ; α + β =  болса, онда 5 cos(α – β);

				
					[image: ]
				

					4) sinα сosβ = ; α + β = – болса, онда 4 sin(α – β) өрнегiнiң мәнiн табыңдар.

				
					[image: ]
				

				29.12.	1) sinα + сosα =  болса, онда sin4α + cos4α; 

					2) sinα + сosα = 0,8 болса, онда sin3α + cos3α;

					3) sinα – сosα = 1,2 болса, онда sin3α – cos3α; 

					4) sinα + сosα =  болса, онда + ;

				
					[image: ]
				

					5) sinα + сosα =  болса, онда ; 

				
					[image: ]
				

					6) sinα + сosα =  болса, онда sin6α + cos6α өрнегiнiң мәнiн есептеңдер.

				29.13.	1) 2tgα – sinα + 5cosα = 10 болса, онда tgα;

					2) 3ctgα + 4sinα – cosα = 12 болса, онда ctgα;

					3) 2tgα – sinα + 10cosα = 20 болса, онда ctgα;

					4) 3ctgα– 0,1sinα – cosα = –0,3 болса, онда tgα тригоно-метриялық функциясының мәнiн табыңдар. 

				29.14.	Өрнектi ықшамдаңдар:

					1) cos2α + cos2β – cos(α + β) cos(α – β); 

					2) sin2α + sin2β + cos(α + β) cos(α – β); 

					3) cos2 – sin2; 

				
					[image: ]
				

					4) sin2 – cos2. 

				
					[image: ]
				

				29.15.	tg30° + tg40° + tg50° + tg60° =  теңдiгiнiң ақиқаттығын дәлелдеңдер. 
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				С

				29.16.	Тепе-теңдiктi дәлелдеңдер:

					1) sinα + sin2α + sin3α + ... + sinnα = ; 

					2) cosα + cos2α + cos3α + ... + cosnα =. 

				29.17.	Егер 4sin2α – 9cosα – 6 = 0 болса, онда  өрнегiнiң мәнiн табыңдар. 

				29.18.	 бөлшегiн қысқартыңдар. 

				29.19.	Өрнектi ықшамдаңдар:

					1) 0,125cos4α + sin2αcos2α;

					2) sin2βtgβ – cos2βctgβ + 2 ctg2β; 

					3) – ; 

				
					[image: ]
				

					4) .

				29.20.	sinx + sin3x + sin5x + sin7x = 4 cosx cos2x sin4x тепе-теңдiгiн дәлелдеңдер. 

				29.21.	Өрнектiң мәндер жиынын табыңдар:

					1) tgxcosx + ctgxsinx;	2) tgxcosx – ctgxsinx.

				29.22.	1) 0 m β m 90° болғанда, ; 

					2) 360° m β m 720° болғанда,  өрнегiн ықшам-даңдар.

				29.23.	Егер α + β + γ = π болса, онда tgα + tgβ + tgγ = tgα · tgβ · tgγ тепе-теңдiгiн дәлелдеңдер. 

				29.24.	Тепе-теңдiктi дәлелдеңдер:

					1) · = tgx;	
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					2) = tgx; 

					3) sin4x + cos4xctg2x = ; 

					4) 4sinxsinsin= sin3x.
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				29.25.	1) tgβ = 2 болса, онда  өрнегiнiң; 

					2) tgβ = –3 болса, онда  өрнегiнiң мәнiн табыңдар.

				29.26.	 өрнегiнiң ең үлкен және ең кiшi мәндерiн табыңдар.

				29.27.	Қосындының мәнiн табыңдар:

					1) sin+ sin2+ sin3 + … + sinn+ … ; 

				
					[image: ]
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					2) ctg+ ctg2 + ctg3+ … + ctgn +... .
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				29.28.	cos2α + cos2(α + β) – 2 cosα · cosβ · cos(α + β) өрнегiнiң мәнi α-ға тәуелдi болмайтынын дәлелдеңдер.

				29.29.	Өрнектің мәнін табыңдар:

					1) 1 + ; 2) ; 

				
					[image: ]
				

					3) ; 4) .

				
					[image: ]
				

				29.30.	Цифрлар қайталанбайтын етіп, 1, 3, 5, 0 цифрларынан құрас-тырылатын жұп төрттаңбалы сандардың санын табыңдар. 

				29.31.	Теңдеуді шешіңдер: 

				 1)  = 7х; 2)  = 5х + 24. 

				
					[image: ]
				

				29.32.	Диаграммада фирманың 2018 жылдың әр айында өндірген өнімдерінің мың теңгемен алынған мөлшері көрсетілген (78-сурет). 
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				Өзiңдi тексер!

				1.	Шеңбердегi нүктелердiң ординатасының абсциссаға қаты-насын…

				А) … бұрыштың синусы;	B) … бұрыштың котангенсi;

				C) … бұрыштың тангенсi; D) … бұрыштың косинусы

				деп атайды.

				2.	75° бұрыш қай ширекте жатыр?

					А) I ширек;	B) II ширек;	C) III ширек;	D) IV ширек.

				3.	cos30°-тың мәнiн табыңдар.

				А) ;	B) 1;	C) ;	D) .

				
					[image: ]
				

				4.	Радиусты қандай бұрышқа бұрғанда 80°-қа бұрған кездегi ор-нымен дәл келедi?

				А) 180°;	B) 440°;	C) 380°;	D) 120°.

				5.	4cos90° – 8sin60° өрнегiнiң мәнiн табыңдар.

				А) –4;	B) 4 – 4;	C) 0;	D) –4.
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				6.	Сандардың қайсысы нөлден кiшi?

				А) sin140°;	B) cos140°;	C) sin50°;	D) cos50°.

				7.	cos(–30°) өрнегiнiң мәнiн табыңдар.

				А) ;	B) –;	C) –;	D) .
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				8.	Егер sinα < 0, cosα > 0 болса, онда α бұрышы қай ширектiң бұрышы болып табылады? 

				А) I ширек;	B) II ширек;	C) III ширек;	D) IV ширек. 

				9.	sin390°-тың мәнiн табыңдар.

				А) ;	B) –;	C) –;	D) .
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				10.	Қай өрнектiң мағынасы жоқ?

				А) cos0°;	B) tg0°;	C) ctg0°;	D) ctg90°.	

				11.	 бұрышын градуспен өрнектеңдер.

				А) 30°;	B) 135°;	C) ;	D) 45°.

				12.	200° өрнегiн радианмен көрсетiңдер.

				А) ;	B) ;	C) 200π;	D) 2π.
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				13.	 бұрышы қай ширекте орналасқан?

				А) I ширекте;	B) II ширекте;

				C) III ширекте;	D) IV ширекте.

				14.	sinөрнегiн ықшамдаңдар.

				А) sinα;	B) cosα;	C) –sinα;	D) –cosα.
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				15.	tg(180° – α) өрнегiн α бұрышының тригонометриялық функ-циясымен ауыстырыңдар.

				А) tgα;	B) ctgα;	C) –tgα;	D) –ctgα.

				16.	cos-ның мәнiн есептеңдер.

				А) ;	B) –;	C) –;	D) .

				
					[image: ]
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				17.	cos150°-тың  мәнiн есептеңдер.

				А) ;	B) –;	C) –;	D) .
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				18.	cos2(360° – x) + cos2 (270° + x) өрнегiн ықшамдаңдар.

				А) ;	B) –1;	C) 1;	D) 0.

				19.	Егер cosα = (0 < α < ) болса, онда tg2α-ны табыңдар. 
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				А) –;	B) ;	C) –;	D) ;	E) .
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				20.	Егер sinα = – (π < α < ) болса, онда сtg2α-ны табыңдар.
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				А) ;	B) ;	C) ;	D) ;	E) .
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				21.	Егер sinα = (< α < π) болса, онда tgα-ны есептеңдер.
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				А) –;	B) ;	C) ;	D) –;	E) 5.
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				22.	Егер cos2α =  болса, онда sin22α-ны есептеңдер.

				А) 0,75;	B) 0,9375;	C) 0,125;	D) 0,5;	E) –0,725.

				23.	Егер cosα =  болса, онда -ны есептеңдер.
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				А) 0,25;	B) 0,5;	C) 0,75;	D) 1,25;	E) 1,5.

				24.	Егер tgα =  болса, онда -ны есептеңдер.
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				А) –2;	B) 2;	C) –4;	D) 4;	E) .

				25.	 өрнегiн ықшамдаңдар.

				А) tgα;	B) ctgα;	C) tg2α;	D) tg3α;	E) 1.
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				V тарау. Ықтималдықтар теориясының элементтері 

				§ 30. Оқиға және оның түрлері

				 

				
					
						
							
								[image: ]
							

						

					

					
						
							Оқиға, кездейсоқ оқиға, ақиқат оқиға, мүмкін емес оқиға, элементар оқиға, қолайлы нәтижелер, теңмүмкіндікті және қарама-қарсы оқиғалар ұғымдарымен танысасыңдар; 

							элементар және элементар емес оқиғаларды ажыратуды үйренесіңдер. 

						

					

					
						[image: ]
					

				

				Оқиға деп мағынасы бар, орындалатын немесе орындалмайтын құбылысты айтады. 

				1. 1) Таңертең жаңбыр жауады; 2) тоғызыншы сынып оқушылары алгебра пәнін оқиды; 3) шыршада алма өседі; 4) телефон соққан кезде абонемент бос болмады; 5) телефон стансысына тәулік бойы түскен қоңырау саны 1000-нан асады.

				Түрлі тәжірибелер, бақылаулар және өлшемдер нәтижелері оқиғалар болып табылады. 

				2. 1) Тиынды лақтырғанда “елтаңба” жағымен түсуі; 

					2) тиынды лақтырғанда “сан” жағымен түсуі.

				Сынақ немесе тәжірибе дегеніміз қарастырылатын оқиғаның орын-далатынын немесе орындалмайтынын білдіретін шарттар жиыны.  

				Шарттар жиыны көп рет қайталанған кезде тәжірибелер жиын-тығы деп аталады.

				Оқиғаны белгілеу үшін А, В, С  және т.б. әріптері қолданылады.

				Оқиғалар ақиқат оқиға, кездейсоқ оқиға және мүмкін емес оқиға деп бөлінеді. 

				Оқиға

				
					Ақиқат оқиға

				

				
					Кездейсоқ оқиға

				

				
					Мүмкін емес оқиға

				

				
					Тәжірибе барысын-да міндетті түрде орындалатын оқиға ақиқат оқиға деп аталады

				

				
					Тәжірибе барысында орындалатын неме-се орындалмайтын оқиға кездейсоқ оқиға деп аталады 

				

				
					Тәжірибе барысында, яғни берілген жағдайда орындалмайтын оқиға мүмкін емес оқиға деп аталады
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								Түйінді ұғымдар
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							Оқиға, кездейсоқ оқиға, ақиқат оқиға, мүмкін емес оқиға, элементар оқиға, қолайлы нәтижелер, тең-мүмкіндікті оқиға, қара-ма-қарсы оқиға
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				3. Кездейсоқ оқиғалардың, мысалы: 

				1) тиынды лақтыру барысында оның бір жағдайларда “елтаңба” жағымен түсуі, кейбір жағдайларда “елтаңба” жағымен түспеуі;

				2) орындалуы ауа-райымен байланысты “таңертең жаңбыр жауады” оқиғасы бір жағдайларда орындалады, кейбір жағдайларда орындал-майды.

				Ақиқат оқиғалардың, мысалы: 

				1) “тоғызыншы сынып оқушылары алгебра пәнін оқиды”;

				2) “күзден кейін қыс түседі”.

				Мүмкін емес оқиғаның мысалы: 

				1) “5 тг жазуы бар тиынды лақтырғанда тиын 2 тг жазуы бар жағымен түседі”;

				2) “маусым айынан кейін қаңтар айы келеді”.

				Тәжірибе нәтижесінде түрлі кездейсоқ оқиғалар болуы мүмкін. “Ойын сүйегін лақтырған кезде 4 саны түсті” кездейсоқ оқиғасы элементар оқиға болады, себебі оны бірнеше оқиғаға бөлуге болмайды. “Ойын сүйегін лақтырған кезде ұпайы тақ саны болды” оқиғасы элементар оқиға болмайды, сондықтан оны бірнеше оқиғаға бөлуге болады. Яғни, “Ойын сүйегін лақтырған кезде бір ұпай түсті”, “Ойын сүйегін лақтырған кезде үш ұпай түсті”, “Ойын сүйегін лақтырған кезде бес ұпай түсті” оқиғаларына бөлуге болады.

				
					
						Күтілетін оқиғаны беретін тәжірибе нәтижесі қолайлы нәтиже деп аталады.

					

				

				4. Сыныпта 25 оқушы бар. Олардың 17-сі ер бала. А оқиғасы: “Кездейсоқ таңдап алынған оқушы — ер бала” болсын. Онда А оқиғасының қолайлы нәтижесі 17-ге тең. 

				Егер қандай да бір жиыннан оның бір элементі таңдалатын және басқа элементтерімен салыстырғанда бірдей қарастырылатын бол-са, онда жиынның әрбір элементіне бірдей мүмкіндік туады (тең мүмкіндік принципі). Мұндай оқиғалар теңмүмкіндікті оқиғалар деп аталады. 

				
					
						Бірнеше жай оқиғаларға бөлуге болмайтын оқиға элементар оқиға деп аталады. 
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				5. Теңмүмкіндікті нәтижелер:

				А: “Ойын сүйегін лақтырғанда 1 цифры түсті”; 

				В: “Ойын сүйегін лақтырғанда 2 цифры түсті”;

				C: “Ойын сүйегін лақтырғанда 3 цифры түсті”; 

				D: “Ойын сүйегін лақтырғанда 4 цифры түсті”;  

				E: “Ойын сүйегін лақтырғанда 5 цифры түсті”;  

				F: “Ойын сүйегін лақтырғанда 6 цифры түсті”.
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							Мысал

						

					

				

				6. Өзара қарама-қарсы оқиғалар:

				“Ату барысында нысанаға тигізу” және “Ату барысында нысанаға тигізе алмау”.

				“Жүйенің барлық элементтерінің жұмыс атқаруы” және “Жүйе элементтерінің ең болмағанда біреуінің жұмыс жасамауы”. 

				“Тиынның “елтаңба” жағымен түсуі” және “Тиынның “сан” жағымен түсуі”. 

				Тәжірибе барысында жасыл, сары және көк шарлары бар жәшіктен “Көк шардың алынуы” оқиғасы “Сары немесе жасыл шардың ең болмағанда біреуінің алынуы” оқиғасына қарама-қарсы болады.

					1.	Кездейсоқ оқиғалардың мысалын келтіріңдер.

					2.	“Тиынның “елтаңба” жағымен түсуі” және “Тиынның “сан” жағы-мен түсуі” оқиғалары теңмүмкіндікті оқиғалар бола ма?

					3.	“Ойын сүйегін лақтырған кезде ұпайы жұп саны болды” оқиғасы элементар оқиға бола ма?

					4.	“Ойын сүйегін лақтырған кезде ұпайы жұп саны болды” оқиғасына қарама-қарсы оқиғаны атаңдар.

				
					
						А оқиғасы орындалмағанда ғана орындалатын  оқиғасы А оқиғасына қарама-қарсы оқиға деп аталады. 

						
							[image: ]
						

					

				

				
					
						Мүмкіндіктері бірдей болатын тәжірибенің нәтижелері тең-мүмкіндікті нәтижелер деп аталады.

					

				

				
					
						Ақиқат оқиғаның белгіленуі: U.

						Мүмкін емес оқиғаның белгіленуі: V.

						 = V, = U.
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				А

				30.1.	“9-сынып оқушылары арасынан кездейсоқ таңдап алынған оқушы: 1) ер бала”; 2) жасы 14-ке тең”; 3) жасы 14 айға тең”; 4) 5 жастан үлкен” оқиғасы қандай оқиға (мүмкін емес, ақиқат немесе кездейсоқ) болады?

				30.2.	“Бүгін қалада барометр қалыпты атмосфералық қысымды көрсетіп тұр және

					1) шәйнектегі су t = 70° C температурасында қайнады”;

					2) температура –9° С-қа төмендегенде шалшықтағы су қатты” оқиғасы қандай оқиға (мүмкін емес, ақиқат немесе кездейсоқ) болады? 

				30.3.	“Үшбұрыштың қабырларының ұзындықтары өлшенді. Сонда әр қабырғасының ұзындығы қалған екі қабырғаның ұзындық-тарының қосындысының мәнінен кем болып шықты” оқиғасы қандай оқиға (мүмкін емес, ақиқат немесе кездейсоқ) болады?

				30.4.	Екі ойын сүйегі лақтырылғанда: 

					1) “біріншісінде 2 цифры, екіншісінде 5 цифры түсті”; 

				 2) “екі ойын сүйегінде түскен ұпайлар санының қосындысы 1-ге тең”;

				 3) “екі ойын сүйегінде түскен ұпайлар санының қосындысы 13-ке тең”;

				 4) “екі ойын сүйегінде түскен ұпайлар санының қосындысы 14-тен кем” оқиғасы (мүмкін емес, ақиқат немесе кездейсоқ) қандай оқиға болады?

				30.5.	Қазақ тілі оқулығының кездейсоқ бір беті ашылады және сол жақ бетінде екінші сөз алынады. Алынған сөз: 

					1) “Ә” немесе “Ң”; 2) “Ъ” әрпімен басталады оқиғасы қандай оқиға (мүмкін емес, ақиқат немесе кездейсоқ) болады?

				30.6.	Өзара қарама-қарсы оқиғаларға мысалдар келтіріңдер. 

				В

				30.7.	Берілген оқиға элементар оқиға бола ма? Егер болмаса, онда оны жай оқиғаларға жіктеңдер: 

					1) А оқиғасы — кездейсоқ құрастырылған квадрат теңдеудің нақты түбірлері бар; 

				 2) В оқиғасы — квадрат теңдеудің дискриминанты теріс сан. 
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				 30.8.	А оқиғасы — кездейсоқ алынған y = f(x) функциясы R жиы-нында бірсарынды өседі; В оқиғасы — f(56) < f(57). Берілген А және В оқиғалары теңмүмкіндікті оқиғалар бола ма?

				 30.9.	1) Бір тиынды лақтыру; 

					2) ойын сүйегін лақтыру;

					3) екі тиынды лақтыру нәтижесінде орындалатын барлық мүмкін болатын оқиғаларды атаңдар.

				30.10.	Берілген оқиғаға қарама-қарсы оқиғаны атаңдар:

					1) менің парталасымның есімі Әлібек те емес, Азамат та емес;

					2) сайлауға бару 82%-дан 93%-ға дейін артты;

					3) бақылау жұмысында бес тапсырманың кем дегенде екеуі орындалмады. 

				30.11.	Берілген оқиғаға қарама-қарсы оқиғаны атаңдар:

					1) тиын лақтыру барысында сан жағымен түсті;

					2) ойын сүйегін лақтырғанда 4 цифры түсті;

					3) 3 ақ және 6 қызыл шар жатқан жәшіктен кездейсоқ алынған шардың түсі қызыл болды; 

					4) ойын сүйегін лақтырғанда 4 ұпайынан кем ұпай түсті;

					5) кездейсоқ аталған сан 7 санынан кем;

					6) 5 рет ату барысында ең болмағанда біреуі нысанаға тиді. 

				С

				30.12.	Ойын сүйегін лақтыру барысында тақ ұпай саны түсті. Осы оқиға элементар оқиға бола ма? Осы оқиғаны жай оқиғаларға жіктеңдер. 

				30.13.	А оқиғасы — ойын сүйегін лақтырғанда 2 цифры түсті, В оқиғасы — ойын сүйегін лақтырғанда 4 цифры түсті, С оқиғасы — ойын сүйегін лақтырғанда 6 цифры түсті, D оқиғасы — тиынды лақтырғанда сан жағымен түсті, Е оқиғасы — тиынды лақтырғанда “елтаңба” жағымен түсті. Осы оқиғалар арасынан теңмүмкіндікті оқиғаларды атаңдар.

				30.14.	Өрнекті ықшамдаңдар: 

					1) ; 2) . 

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					
						
							
								[image: ]
							

						

					

					
						[image: ]
					

					
						
							Қайталау

						

					

				

			

		

	
		
			
				106

			

		

		
			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

		

		
			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

		

		
			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			
				30.15.	Теңсіздікті шешіңдер:

					1) . 2) . 

				
					[image: ]
				

				30.16.	1) Егер екі санның бірі 30%-ға, екіншісі 20%-ға арттырыл-са, онда осы екі санның көбейтіндісінің мәні қанша пайызға артады? 

					2) Егер екі санның бірі 25%-ға, екіншісі 40%-ға кемітілсе, онда осы екі санның көбейтіндісінің мәні қанша пайызға кемиді? 

					3) Егер бөлшектің алымы 40%-ға, бөлімі 20%-ға кемітілсе, онда бөлшек қанша пайызға кемиді? 

					4) Егер екі санның бірі 50%-ға кемітіліп, екіншісі 20%-ға арттырылса, онда осы екі санның көбейтіндісінің мәні қанша пайызға кемиді? 

				30.17.	у = х2 – ах + 4 функциясының графигі М(–1; 3) нүктесі арқылы өтеді. Функцияның графигін салыңдар және ең кіші мәнін табыңдар.

				30.18.	 Диаграммада дүкендегі гүлдердің саны көрсетілген (79-сурет). Егер дүкенде 900 тал гүл және қалампыр гүлдерінің саны қашқаргүлдің санынан бүтін санға есе артық болса, онда дүкенде қалампыр гүлінің саны қанша?
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					[image: ]
				

				
					
						
							[image: ]
						

						
							[image: ]
						

						
							
								Жаңа білімді меңгеруге дайындаламыз
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							30.19.	Ойын сүйегін лақтырғанда: 1) жұп; 2) тақ; 3) 3-тен артық сан түссе, онда осы оқиғаға қандай элементар оқиғалар сәйкес болады? 
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										Жаңа білімді меңгеруге арналған тірек ұғымдар

									

								

							

						

					

					
						
							Оқиға, элементар оқиға, теңмүмкіндікті нәтижелер, қолайлы нәтижелер, алмастырулар, орналастырулар, терулер.

						

					

				

				§ 31. ықтималдықтың Классикалық анықтамасы. Статистикалық ықтималдық 

				 

				
					
						
							
								[image: ]
							

						

					

					
						
							Сендер ықтималдықтың классикалық анық-тамасымен және статистикалық анықтамасымен танысасыңдар; есептерді шығару барысында ықтималдықтың классикалық анықтамасын және статистикалық анықтамасын қолдануды үйренесіңдер.
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				Жаппай құбылыстарда оқиғаны анықтай білуді математиканың ықтималдықтар теориясы бөлімі қарастырады. Ол түрлі процестер мен құбылыстарды талдау барысында қолданылады, біртекті жаппай құбылыстарға жүгінетін сандық заңдылықтарды зерделейді.

				Практикалық қызметте оқиғаларды олардың орындалу мүм-кіндігіне қарай салыстыра білу керек. Мысалы, өзенде шортан мен мөңке балықтары жүзіп жүр. “Шортан қармаққа ілінді” оқиғасы мен “Мөңке балық қармаққа ілінді” оқиғасының орындалу мүмкіндігі әртүрлі. Сондықтан оқиғаларды салыстыру үшін олардың сандық шамасын анықтау керек. 

				Оқиғаның орындалу мүмкіндігінің сандық шамасы ықтималдық болып табылады. Ықтималдықтың классикалық және статистикалық анықтамалары кең таралған. 

				Ықтималдықтың классикалық анықтамасы тек қана теңмүм-кіндікті оқиғалар үшін қолданылады.
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								Жаңа білімді меңгеруге дайындаламыз

							

						

						
							[image: ]
						

					

					
						
							30.20.	Егер бөлшектің алымына (2; 6) интервалына тиісті на-турал сандар, бөліміне (5; 8) интервалына тиісті натурал сандар алынатын болса, онда бірнеше дұрыс жай бөлшек құрастырыңдар.

						

					

				

				
					
						А оқиғасының ықтималдығы деп теңмүмкіндік жағдайында т қолайлы нәтижелер санының п жалпы нәтижелер санына қатынасын айтады.
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				Ықтималдық Р әрпімен белгіленеді. 

				(“probabilite” француз сөзінен алынған “мүмкіндік, ықтималдық” деген мағынаны береді).

				А оқиғасының ықтималдығы Р(А) деп белгіленеді.
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							Мысал

						

					

				

				1. А оқиғасы — “тиынның сан жағымен түсуі” және В оқиға-сы — “тиынның “елтаңба” жағымен түсуі”. Осы оқиғалардың ықтималдығының жазылуы: Р(А) = 0,5, Р(В) = 0,5, немесе Р(А) = 50%, Р(В) = 50%.

				Неліктен А оқиғасының ықтималдығы нөл мен бірдің арасында орналасқан: 0 m Р(А) m 1?

				2. Х оқиғасы — “Ойын сүйегін лақтырғанда жай сандардың түсуінің саны”. Х оқиғасының ықтималдығын табайық.

				Шешуі: Х оқиғасының ықтималдығын табу үшін Р(Х) =  (мұндағы т — қолайлы нәтижелер саны, п — жалпы нәтижелер саны) формуласын қолданамыз. 

				Барлық ұпайлар 1; 2; 3; 4; 5; 6. Демек, п = 6. 

				1; 2; 3; 4; 5; 6 сандарының арасынан жай сандар 2; 3; 5, онда m = 3. Сондықтан Р(Х) =  = 0,5. 

				Жауабы: 0,5.

				Ықтималдықтар қасиеттері

				1-қасиет. Егер тәжірибенің барлық нәтижесі берілген оқиғаның пайда болуына қолайлы болса, онда бұл оқиға міндетті түрде орындалады. Мұндай оқиға ақиқат оқиға деп аталады және оның ықтималдығы 1-ге тең.
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							Түсіндіріңдер
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						А оқиғасының ықтималдығы:

						Р(А) = , мұндағы т — қолайлы нәтижелер саны, п — жалпы нәтижелер саны, формуласымен есептеледі.
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				2-қасиет. Егер тәжірибенің ешқандай нәтижесі берілген оқиғаның пайда болуына қолайлы болмаса, онда бұл оқиға тәжірибе нәтижесінде орындалмайды. Мұндай оқиға мүмкін емес оқиға деп аталады және оның ықтималдығы 0-ге тең.

				3-қасиет. Толық топты құрайтын оқиғаның ықтималдығы 1-ге тең.

				4-қасиет. Берілген оқиғаға қарама-қарсы оқиғаның орындалу ықтималдығы берілген оқиғаның ықтималдығына ұқсас есептеледі. Қарама-қарсы оқиғаның ықтималдығы 1 мен берілген оқиға ықтималдығының айырмасына тең.
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				3. Туылған 500 баланың 240 қыз бала. Қыз балалардың тууының жиілігін табайық. 

				Шешуі. w(А) = = 0,48.

				  Жауабы: 0,48.

					1.	Оқиғаның жиілігі: 1) теріс сан; 2) 2 санынан артық болуы мүмкін бе?

					2.	Оқиғаның: 1) ақиқат; 2) мүмкін емес; 3) екі оқиғаның теңмүмкіндікті болуының ықтималдығы қандай?

				А

				31.1.	Ойын сүйегін лақтырған кезде 1-ден 6-ға дейінгі сандар түседі. Төмендегі оқиғалардың ықтималдықтарын табыңдар:

					1) 2 санының түсуі; 2) 1 немесе 2 санының түсуі;

					3) 4 немесе 6 санының түсуі; 4) жұп санның түсуі.
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						А оқиғасының статистикалық ықтималдығы деп жүргізілген п тәжірибе барысында оқиғаның орындалуының салыстырмалы жиілігін айтады. 

						А оқиғасының салыстырмалы ықтималдығы — Р(А) = w(А) = = формуласымен есептеледі. Мұндағы w(А) — А оқиғасының са-лыстырмалы жиілігі; m — А оқиғасы орындалған тәжірибелер саны, n — тәжірибелердің жалпы саны.
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				31.2.	а) Қорапшада 2 ақ және 5 қызыл шар бар. Қорапшадан кездейсоқ алынған бір шардың: 1) ақ; 2) қызыл; 3) жасыл болуының ықтималдығын табыңдар.

					ә) Қорапшада 4 қызыл және 7 көк шар бар. Қорапшадан кездейсоқ алынған бір шардың: 1) қызыл; 2) ақ емес; 3) көк болуының ықтималдығын табыңдар.

				31.3.	Тәжірибе: ойын сүйегі лақтырылды. А, В, және С оқиғаларын қарастырайық. A = {ойын сүйегінің жоғарғы жағындағы сан 12-ге бөлінеді}, B = {ойын сүйегінің жоғарғы жағындағы сан 2-ге тең}, C = {ойын сүйегінің жоғарғы жағындағы сан 2-ге бөлінеді}. Төмендегі теңдіктердің қайсысы дұрыс? Жауаптарыңды түсіндіріңдер:

					1) P(A) = 1;	2) P(A) = 0;	

					3) P(C) = 0,5; 4) ;	

					5) P(B) =.

				31.4.	1) Сыныпта 25 оқушы бар. Олардың ішінде 5 оқушы “өте жақсы”, 12 оқушы “жақсы”, 6 оқушы “қанағаттанарлық” де-ген бағаға оқиды, ал 2 оқушының үлгерімі “төмен”. Сыныптан кездейсоқ таңдап алынған оқушының үлгерімі “өте жақсы” немесе “жақсы” болуының ықтималдығын табыңдар.

					2) 25 емтихан билетінің ішінде 5 “жеңіл” билет бар. Екі оқушы кезекпен бір билеттен алады. Бірінші оқушының “жеңіл” билетті алуының ықтималдығын табыңдар. 

				31.5.	Ойын сүйегі лақтырылды. 

					1) 3 немесе 5 санының түсуінің; 2) 6 немесе 5 санының түсуінің;

					3) 7 санының түсуінің ықтималдықтарын табыңдар.

				В

				31.6.	Екі ойын сүйегі лақтырылды. Түскен сандардың көбейтіндісінің мәні 5 санына тең болуының ықтималдығын табыңдар.

				31.7.	1) Бір тиын екі рет лақтырылды. Ең болмаса бір рет “елтаңба” түсуінің ықтималдығын табыңдар.

					2) Үш тиын лақтырылды. Екі рет “елтаңба” түсуінің ықтимал-дығын табыңдар.
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				 31.8.	Емтиханға 1-ден 25-ке дейін нөмірленген билеттер дайындалған. Бір оқушының кездейсоқ алған билетінің нөмірі: 1) біртаңбалы сан; 2) екітаңбалы сан болуының ықтималдығын табыңдар.

				 31.9.	Кездейсоқ екітаңбалы сан таңдап алынды. Төмендегі оқи-ғалардың ықтималдықтарын табыңдар:

					1) Алынған сан 0-мен аяқталады; 2) алынған сан бірдей цифр-лардан құралған; 3) алынған сан 27-ден артық, 46-дан кем; 4) алынған сан бүтін санның квадраты болады.

				31.10.	Төменде берілген оқиғалардың орындалу жиіліктерін та-быңдар:

					1) сатып алынған 5 лотереялық билеттің біреуі ұтыс билеті болып табылады;

					2) сатып алынған 100 лотереялық билеттің төртеуі ұтыс билеті болып табылады;

					3) атылған 20 оқтың алтауы нысанаға тиді;

					4) 30 күннің ішінде 12 күн ашық болды.

				С

				31.11.	Нысанаға 160 рет оқ атылды. Оқтың нысанаға тимеуінің статистикалық ықтималдығы 0,3. Нысанаға тигізу санын табыңдар. 

				31.12.	 өрнегі берілген. п айнымалысының мәні 1-ден 99-ғадейінгі натурал сандар арасынан кездейсоқ таңдалады. Өрнектің мәні:

					1) анықталмауының; 2) 10-нан кіші болуының; 3) [1; 6] кесіндісіне тиісті болуының ықтималдығын табыңдар.

				31.13.	1) (–1; 6) интервалынан бүтін сан кездейсоқ таңдалады. Осы сан х3 – 5х2 + 6х = 0 теңдеуінің түбірі болуының ықтималдығын табыңдар. 

					2) (–2; 6) интервалынан бүтін сан кездейсоқ таңдалады. Осы сан х3 – х2 – 6х = 0 теңдеуінің түбірі болуының ықтималдығын табыңдар. 

					3) [–1; 10] кесіндісінен бүтін сан кездейсоқ таңдалады. Осы сан х2 – 5х – 6 < 0 теңсіздігінің шешімі болуының ықтималдығын табыңдар. 

				 4) [–1; 10] кесіндісінен бүтін сан кездейсоқ таңдалады. Осы сан х2 – 5х – 6 m 0 теңсіздігінің шешімі болуының ықтималдығын табыңдар. 
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				31.14.	Ықтималдықтар теориясы бойынша қысқаша хабарлама дайындаңдар.

				31.15.	Ықтималдықтар теориясын қалыптастырған француз ғалымы Пьер-Симон Лаплас туралы хабарлама дайындаңдар.

					Ықтималдықтар теориясының негізгі ұғымдарын енгізген француз математигі Блез Паскаль туралы хабарлама дайын-даңдар.

				
					
						
							
								[image: ]
							

						

					

					
						[image: ]
					

					
						
							Қайталау

						

					

				

				31.16.	Өрнектің мәнін табыңдар:

					1) ;	2) .

				
					[image: ]
				

				31.17.	Теңдеудің графигін салыңдар:

					1)  = 0;	2)  = 0.

				
					[image: ]
				

				31.18.	Сандар тізбегінің заңдылығын табыңдар:

					1) –1; 2; 7; 14; 23; … ; 2) 4; 7; 12; 19; 28; … .

				31.19.	1) Инфузория жәндігі 2 бөлікке бөліну арқылы көбейеді. 6 рет бөліну барысында инфузория жәндіктерінің саны 320 болды. Алғашқыда жәндіктердің саны қанша болған? 
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							Пьер-Симон Лаплас 

							(1749—1827)

						

					

					
						
							Блез Паскаль(1623—1662)
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							Ғалым-математиктер туралы Хабарлама дайындаңдар
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					2) Дене 62 м биіктіктен құлады. Бірінші секундта дене 2 м төмен түсті, әр келесі минутта алдыңғысына қарағанда 2 есе артық түсе бастады. Дене қанша секундта жерге түсті? 

				31.20.	16%-ды 200 г мерекелік сусын алу үшін қанша майлылығы 10% сүт және майлылығы 30% пломбир алу керек?
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										Жаңа білімді меңгеруге арналған тірек ұғымдар

									

								

							

						

					

					
						
							Оқиға, элементар оқиға, теңмүмкіндікті нәтижелер, қолайлы нәтижелер, алмастырулар, орналастырулар, терулер.

						

					

				

				§ 32. Геометриялық ықтималдық
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							Есептерді шығару барысында геометриялық ықтималдықты қолдануды үйренесіңдер.
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				Классикалық және статистикалық ықтималдықтармен қатар практикада геометриялық ықтималдық қолданылады. Классикалық ықтималдық нәтижелер теңмүмкіндікті болғанда ғана қолданылаты-нын және нәтижелер саны шектеулі болатынын білесіңдер. Ста-тистикалық ықтималдықты қолдану тәжірибелер жүргізуді қажет 
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								Жаңа білімді меңгеруге дайындаламыз
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							31.21.	1) Қабырғасының ұзындығы 6 см теңқабырғалы үшбұрышқа дөңгелек іштей салынған. Дөңгелек ауданының үшбұрыш ауданына қатынасын табыңдар. 

								2) Қабырғасының ұзындығы 8 см шаршыға дөңгелек іштей салынған. Дөңгелек ауданының шаршы ауданына қатынасын табыңдар. 

							31.22.	Берілген теңсіздіктің шешімі болатын сандардан тұратын интервалдың ұзындығын табыңдар:

								1) х2 + 2х – 8 < 0; 2) х2 – 3х – 10 < 0; 

								3) х2 – 6х – 2 < 0; 4) х2 +12х – 4 < 0.
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							Аспаз мамандығындағы математика
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								Түйінді ұғымдар
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							Ықтималдық, геоме-триялық ықтималдық
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				етеді. Мүмкін нәтижелер саны шексіз болған жағдайда геометриялық ықтималдық қолданылады.
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							Мысал

						

					

				

				1. Жазықтықта қандай да бiр D фигурасы және D фигурасының бiр бөлiгi болатын Е геометриялық фигурасы берiлсiн (80-сурет).

				Тәжiрибе барысында D фигурасына тиiстi кездейсоқ нүкте таңдалсын. Осы нүктенiң Е фигурасына тиiстi болу ықтималдығын табу керек. 

				Шешуi. Таңдалған нүкте D фигурасының кез келген жерiнен алынуы мүмкiн. Бiрақ алынған нүктенiң Е фигурасына тиiстi болу ықтималдығы осы фигураның ауданына тура пропорционал және оның пiшiнiне тәуелдi емес. 

				А оқиғасының ықтималдығы, яғни алынған нүктенiң Е фигура-сына тиiстi болуы:

				Р(A) = 

				(мұндағы S(E) — Е фигурасының ауданы, S(D) — D фигурасының ау-даны) формуласынан анықталады және Е фигурасы толығымен D фи-гурасында жатуы геометриялық ықтималдықты бередi.

				Ауданы S1 болатын фигура ауданы S2-ге тең фигураның ішкі жиыны болсын. А оқиғасы “лақтырылған дене ауданы S1 фигураға түседі”. Онда А оқиғасының ықтималдығы:

				Р(А) =.
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							Мысал

						

					

				

				2. Қабырғасының ұзындығы 4 см шаршыға радиусы 2 см дөңге-лек іштей сызылған. Шаршыда кездейсоқ белгіленген нүктенің дөңгелекке тиісті болуының ықтималдығын табайық. 

				Шешуі. Геометриялық ықтималдықтың анықтамасы бойынша ізделінді ықтималдық дөңгелектің ауданының шаршы ауданына қатынасына тең, яғни 

				Р(А) =  = = 0,785.
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				Жауабы: 0,785.
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						Геометриялық ықтималдық —нүктенің кесіндіге, жазықтық пен кеңістік фигураларының бөлігіне түсу ықтималдығы.
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					80-сурет
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				3. Төбелерi (0; 0), (0; 1), (1; 1), (1; 0) нүктелерi болатын квадраттан кездейсоқ (x; y) нүктесi алынған. Осы нүкте координаталарының y < 2x теңсiздiгiн қанағаттандыру ықтималдығын табайық. 

				Шешуi. Берiлген шарттарды қолданып, шаршы мен у = 2х түзуiн саламыз (81-сурет). 

				Төбелерi (0; 0), (0; 1), (1; 1), (1; 0) нүктелерi болатын квадраттан алынған нүктенiң y < 2x теңсiздiгiн қанағаттандыруы үшiн оны шаршының у = 2х түзуiнен төмен жатқан бөлiгiнен, яғни F фигурасынан алу керек (81-сурет). 

				Р(A) = 

				(мұндағы S(F) — F фигурасының ауданы, S(Е) — шаршының ауданы) формуласын қолданамыз:

				S(E) = 1 және S(F) = S(E) –  ·  · 1 = = 1 –  = . Сонда, Р(A) = . 
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				Жауабы: .

				А оқиғасының геометриялық ықтималдығы, яғни алынған нүкте-нiң FE кесiндiсiне тиiстi болуы

				Р(A) = 

				формуласынан анықталады (мұндағы l(MN) — қандай да бiр MN кесiндiсiнiң ұзындығы, l(FE) — қандай да бiр FE кесiндiсiнiң ұзын-дығы) және FE кесiндiсiнiң толығымен MN кесiндiсiне тиiстi болуы геометриялық ықтималдықты бередi (82-сурет).
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						Ұзындығы l болатын кесінді ұзындығы L-ге тең кесіндіге тиісті. А оқиғасы — “кездейсоқ алынған нүкте ұзындығы l кесіндіде белгіленген”. Онда А оқиғасының ықтималдығы:

						Р(А) =
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				4. Ұзындығы 15 см AD кесіндісінде Х нүктесі белгіленген. Х нүктесінің А нүктесінен 7 см-ден артық және D нүктесінен 11 см-ден артық емес қашықтықта орналасуының ықтималдығын табыңдар.

				Шешуі: Есептің шартын суретпен көрсетейік (83-сурет). Шарт бойынша АС = 7 см, ВD = 11 см. 

				83-сурет

				Онда X нүктесі BC кесіндісіне тиісті: 7 + 11 – 15 = 3 (см).

				Демек, Р(A) =  = 0,2.

				Жауабы: 0,2.

				А оқиғасының геометриялық ықтималдығы, яғни алынған нүктенiң Е денесiне тиiстi болуы

				Р(A) = 

				(мұндағы V(E) — Е денесiнiң көлемi, V(D) — D денесiнiң көлемi) формуласынан табылады және Е денесiнiң толығымен D денесiне тиiстi болуы геометриялық ықтималдықты бередi (84-сурет).

				5. Өлшемдері 4 см, 8 см, 16 см тікбұрышты параллелепипедке қабырғасының ұзындығы 4 см тең куб іштей салынған. Тікбұрышты параллелепипедтен кездейсоқ алынған Х нүктесі кубтың ішінде болуының ықтималдығын табыңдар. 

				Шешуі: Кубтың көлемі 64 см3, тікбұрышты параллелепипедтің көлемі 512 см3. Демек, Р(A) =  = 0,125.     

				Жауабы: 0,125.

				Неліктен геометриялық ықтималдықты табуға берілген жағдай-лардың бәрін бір ғана Р(A) =, мұндағы F1 ⊂ F, mE (F1) және mE (F) — геометриялық шамалар (ұзындық, аудан, көлем) формуласымен беруге болатынын түсіндіріңдер.

					1.	Қандай оқиғалар үйлесiмдi деп аталады?

					2.	Қандай жағдайда геометриялық ықтималдық: 1) 0; 2) 1 санына тең болады?
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				А

				32.1.	Үстелге ойын сүйегi лақтырылды. 1) Ойын сүйегiнде 4 ұпайдың; 2) ойын сүйегiнде жұп санды ұпайдың түсу ықтималдығын табыңдар.

				32.2.	Ұзындығы 1 см болатын кесiндi бойынан кездейсоқ алынған нүктеден кесiндi ұштарына дейiнгi қашықтық -ден аспауының ықтималдығын табыңдар. 

				32.3.	Қабырғасының ұзындығы 2 см болатын квадраттан кездейсоқ А нүктесi алынды. Осы квадратқа қабырғасының ұзындығы 1 см болатын екiншi квадрат iштей салынған. Алынған нүктенiң екінші квадратқа тиісті болуының ықтималдығын табыңдар. 

				32.4.	Қабырғасының ұзындығы 2 см квадраттан кездейсоқ А нүктесi алынды. Осы квадратқа қабырғасының ұзындығы 1 см бола-тын екiншi квадрат iштей салынған. Алынған нүктенiң екінші квадратқа тиісті болмауының ықтималдығын табыңдар.

				32.5.	Радиусы 2 см дөңгелектен кездейсоқ В нүктесi алынды. Осы дөңгелекке радиусы 1 см болатын дөңгелек iштей салынған. В нүктесiнiң іштей салынған дөңгелекке тиісті болуының ықти-малдығын табыңдар.

				32.6.	Радиусы 2 см дөңгелектен кездейсоқ В нүктесi алынды. Осы дөңгелекке радиусы 1 см болатын дөңгелек iштей салынған. В нүктесiнiң іштей салынған дөңгелекке тиісті болмауының ықтималдығын табыңдар. 

				32.7.	Радиусы 3 см шардан кездейсоқ В нүктесi алынды. Осы шарға радиусы 2 см болатын шар iштей салынған. В нүктесiнiң іштей салынған шарға тиісті болуының ықтималдығын табыңдар. 

				32.8.	Радиусы 3 см шардан кездейсоқ В нүктесi алынды. Осы шарға радиусы 2 см болатын шар iштей салынған. В нүктесiнiң іштей салынған шарға тиісті болмауының ықтималдығын табыңдар.  

				В

				32.9.	Ұзындығы 12 см АВ кесiндiсiнен кездейсоқ С нүктесi алынды. АС кесiндiсiне салынған шаршының ауданы 36 см2 мен 81 см2 аралығында болуының ықтималдығын табыңдар.

				
					[image: ]
				

				
					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						
							Жаттығулар

						

					

				

			

		

	
		
			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

		

		
			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

		

		
			
				118

			

		

		
			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

		

		
			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

		

		
			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			
				 32.10.	1) [1; 10] кесіндісінен сан кездейсоқ таңдалады. Осы сан х2 – 5х + 6 < 0 теңсіздігінің шешімі болуының ықтималдығын табыңдар. 

				 2) [1; 10] кесіндісінен сан кездейсоқ таңдалады. Осы сан х2 – 5х – 6 m 0 теңсіздігінің шешімі болуының ықтималдығын табыңдар. 

				 32.11.	1) Қабырғасының ұзындығы 1 см шаршыда А нүктесі белгі-ленген. А нүктесінен шаршының қабырғасына дейінгі арақа-шықтық -ден артық болмауының ықтималдығын табыңдар. 

					2) Қабырғасының ұзындығы 1 см шаршыда А нүктесі бел-гіленген. А нүктесінен шаршының центріне дейінгі арақа-шықтық -ден артық болмауының ықтималдығын табыңдар. 

					3) Қабырғасының ұзындығы 1 см шаршыда А нүктесi белгі-ленген. А нүктесiнен шаршының көрсетілген төбесiне дейiнгi арақашықтықтың -ден артық болмауының ықтималдығын табыңдар.

				 32.12.	Координаталық жазықтыққа радиустары 5 см және 10 см болатын центрi ортақ екi шеңбер салынған. Үлкен дөңге-лектен кездейсоқ алынған нүктенiң екi шеңбердiң қиы-лысуынан пайда болған сақинаға тиісті болуының ықти-малдығын табыңдар.

				С

				 32.13.	Кубқа шар іштей салынған. Кубтан кездейсоқ алынған нүк-тенiң шарға тиісті болуының ықтималдығын табыңдар. 

				*32.14.	Шарға куб іштей салынған. Шардан кездейсоқ алынған нүктенiң кубқа тиісті болуының ықтималдығын табыңдар. 

				*32.15.	Кубқа шар іштей салынған. Кубтан кездейсоқ алынған нүктенiң шарға тиісті болмауының ықтималдығын табың-дар. 

				32.16.	Ûқòèìàëäûқòàð òåîðèÿñû ғûëûì ðåòiíäå îðòà ғàñûðëàðäà ïàéäà áîëäû. 
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							Ғалым-математиктер туралы Хабарлама дайындаңдар
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				Өзіңді тексер!

				1. Тәжірибе барысында бір мезетте орындалатын оқиғалар:

				А) ақиқат; В) мүмкін емес;	С) кездейсоқ;

				D) қарама-қарсы;	E) теңмүмкіндікті.

				2. Жәшікте 9 қызыл, 5 көк, 6 сары шар бар. Жәшіктен кездейсоқ бір шар алынды. Алынған шардың көк болуының ықтималдығын табыңдар. 

				А) ;	В) 0,25;	С) ;	D) ;	E) 0,4.
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				3. Бірдей парақшаларда 1-ден 32 санына дейін жазылып, жәшікке салынды. Жәшіктен бір парақша алынды. Алынған парақшадағы сан 4-ке еселік болуының ықтималдығын табыңдар. 

				А) ; В) 0,5;	С) ;	D) 0,25;	E) 0,3.
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				4. Кездейсоқ таңдалып алынған екітаңбалы санның цифрлары әртүрлі болуының ықтималдығын табыңдар.

				А) 0,5;	В) ;	С) 0,6;	D) 0,75;	E) 0,85.

				5. Жәшікте 10 көк, 6 сары, 6 ақ түсті асық бар. Жәшіктен кездейсоқ бір асық алынды. Алынған шардың қызыл немесе ақ болуының ықтималдығын табыңдар. 

				А) 0,2;	В) 0,3;	С) 0,4;	D) 0,5;	E) 0,35.

				6. Дүкенде 40 смартфон бар, оның 20-сы шетелде шығарылған. Күні бойы сатылған 6 смартфонның 3-еуі шетелде шығарылған болуының ықтималдығын табыңдар.

				А) ;	B) ;	C) ;	D) ;	E) .
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				7. 1-ден 20-ға дейінгі натурал сандардан бір сан таңдалған. Таңдалған санның (х2 – 10х + 24)(х2 – 8х + 15) = 0 теңдеуінің түбірі болуының ықтималдығын табыңдар.

				А) 0,25;	В) 0,5;	С) 0,4;	D) 0,2;	E) 0,1.

				8. Қабырғасының ұзындығы 20 см болатын шаршының ішіне нүкте белгіленді. Нүкте шаршыға іштей сызылған шеңберге тиісті болмауының ықтималдығын табыңдар.

				А) 0,25;	В) 1 – ;	С) 0,4;	D) ;	E) 0,6.
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				9. 1-ден 10-ға дейінгі (10-ды қоса алғанда) натурал сандардан бір сан таңдалған. Таңдалған санның (х2 – 2х – 24)(х2 – 2х – 15) m 0 теңсіздігінің шешімі болуының ықтималдығын табыңдар. 

				А) 0,25;	В) 0,3;	С) 0,4;	D) 0,1;	E) 0,2. 

				10. –9-дан 10-ға дейінгі (10-ды қоса алғанда) бүтін сандардан бір сан таңдалған. Таңдалған санның (х2 – 9)(х2 – 8х – 9) < 0 теңсіздігінің шешімі болуының ықтималдығын табыңдар. 

				А) 0,25;	В) 0,3;	С) 0,4;	D) 0,2;	E) 0,5. 

				11. 30 емтихан сұрақтарының 5-еуі “жеңіл” және 6-уы “күрделі”. Екі оқушы бір сұрақтан алды. Егер бірінші оқушыға “жеңіл” сұрақ түссе, онда екінші оқушыға “күрделі” сұрақ түсуінің ықтималдығын табыңдар.

				А) 0,15;	В) ;	С) 0,14;	D) ;	E) 0,3.
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				12.  өрнегі берілген. п-нің мәні 1-ден 100-ге дейінгі сандардың арасынан таңдалған. Өрнектің мәні 4-тен кем болуының ықтималдығын табыңдар.

				А) 0,12;	В) 0,16;	С) 0,18;	D) 0,2;	E) 0,3. 
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				9-сыныптағы алгебра курсын Қайталауға арналған Жаттығулар

				Есептеңдер

				1.	Өрнектiң мәнiн табыңдар:

					1) cos60° – sin60° + ctg60° – tg60°; 

					2) –sin30° + cos30° – ctg30° + tg30°;

					3) cos45° – tg45° – sin45° + ctg45°; 

					4) sin0° – cos30° + tg45° – ctg60°;

					5) –cos0° + tg30° – ctg45° + sin60°; 

					6) tg0° – ctg90° – sin0° – cos90°.

				2.	Өрнектiң мәнiн табыңдар:

					1) sin – 4cos + tg – 5ctg;	

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

					2) cos + 9sin – ctg – 7tg0°;
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					3) cos + 2ctg – 11ctg;	
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					4) ctg – 5sin + 6cos – tg.
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				3.	Есептеңдер:

					1) ;	2) ; 

				
					[image: ]
				

					3) ;	4) ;

				
					[image: ]
				

					5) 6cos40° – 8cos3 40°;	6) .

				4.	Егер: 

					1) sinα = 0,7 және 0° < α < 90° болса, онда cosα, sin2α, cos2α-ны;

					2) cosα = 0,6 және 270° < α < 360° болса, онда sinα, ctgα, tg2α-ны;

					3) tgα = 5 және 180° < α < 270° болса, онда cosα, sinα, cos2α-ны табыңдар.
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				 5.	Егер: 

					1) sinα =  және 0°< α < 90° болса, онда sin2α cos4α, ctg4α-ны;

					2) cosα = – және 180°< α < 270° болса, онда cos2α, tg2α, sin4α-ны есептеңдер.

				 6.	Егер: 

					1) cosα =  және 0° < α < 90° болса, онда sin, cos, sinα-ны;

				
					[image: ]
				

					2) sinα =  және 90° < α < 180° болса, онда sin, cos, cosα, tgα-ны есептеңдер.
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				 7.	Егер sinα = , cosα = , sinβ = , cosβ =  және α, β бiрiншi ширекке тиiстi болса, онда cos(α + β), sin(α – β), tg(α + β)-ны табыңдар. 

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				 8.	Егер: sinα = , cosα = , sinβ = , cosβ =  және α, β бiрiншi ширекке тиiстi болса, онда cos(α – β), sin(α + β), tg(α – β)-ны табыңдар. 

				
					[image: ]
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				 9.	Егер: 

					1) a1 = 8,5; a2 = 10,5; n = 4;	2) a1 = –19; a2 = –16; n = 6;

					3) a1 = 23; a2 = 19; n = 5;	4) a1 = –1,7; a2 = –3,7; n = 7 болса, онда арифметикалық прогрессияның d айырымы мен an-шi мүшесiн табыңдар.

				10.	Егер: 

					1) a1 = 1,6; d = 0,2; n = 10;	2) a3 = 27; d = –0,5; n = 8; 

					3) a4 = 4,6; d = 2,3; n = 7;	4) a2 = 0; d = –4,1; n = 9 болса, онда арифметикалық прогрессияның d айырымы мен аn-шi мүшесiн табыңдар. 

				11.	Егер: 

					1) a1 = –35; an = –20; d = 5 және m = 6; 

					2) a2 = 30; an = 20; d = –5 және m = 5; 

					3) a4 = 6,2; an = 7,4; d = –0,4 және m = 10; 

					4) a3 = –6,6; an = –7,3; d = 0,7 және m = 20 болса, онда арифме-тикалық прогрессияда n мен Sm-дi табыңдар. 
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				12.	Егер: 

					1) d = –20; S4 = 320;	2) d = 20; S6 = 60; 

					3) d = 30; S7 = 259;	4) d = –40; S9 = 1350 

					болса, онда арифметикалық прогрессияның а1-шi мүшесiн та-быңдар. 

				13.	Егер: 

					1) b1 = 0,7; b2 = 1,4; n=5;	2) b1 = 0,6; b2 = 1,8; n = 7; 

					3) b1 = 0,2; b2 = 1,4; n=4;	4) b1 = 0,3; b2 = –1,2; n = 6 болса, онда геометриялық прогрессияның q еселiгi мен bn-шi мүшесiн табыңдар. 

				14.	Егер: 

					1) b2 = –243; q = –; n = 4;	2) b3 = 81; q = –; n = 8; 

				
					[image: ]
				

					3) b4 = 128; q = –; n = 10;	4) b5 = 64; q = –; n = 9 бол-са, онда геометриялық прогрессияның b1 және bn-шi мүшесін табыңдар. 

				
					[image: ]
				

				15.	Егер: 

					1) b1 = –1000; q = 0,5; n = 6;	2) b1 = 400; q = 0,2; n = 7;

					3) b1 = 900; q = 0,01; n = 6;	4) b1 = –500; q = –0,2; n = 8 болса, онда геометриялық прогрессияда Sn-дi табыңдар. 

				16.	Егер: 

					1) b4 = –; q = –;	2) b5 = –16; q = ; 

				
					[image: ]
				

					3) b3 = 90; q = ;	4) b4 = 12,5; q = – болса, онда геометриялық прогрессияда b1-дi табыңдар. 

				
					[image: ]
				

				Өрнектердi тепе-тең түрлендiрулер

				17.	Өрнектi ықшамдаңдар:

					1) tg · ctg(2π – α) · cos · tg(2π + α);

				
					[image: ]
				

					2) cos (2π – α) · · tg(π + α) · .

				
					[image: ]
				

				18.	2sin(–α) · sin+ cos(360° – 2α) · ctg– 2cos өрнегiнiң мәнi нөлге тең болатынын дәлелдеңдер.
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				19.	0,5cos8α – 1,5 – cos24α = 1 теңдiгiнiң дұрыстығын тексерiңдер.

				20.	Өрнектi ықшамдаңдар: 

					1) ; 

					2) .

				21.	2(0,5 – 0,5 cos4α + ) – (1 – sin22α) ·  – cos22α өрнегiнiң мәнi бiрге тең болатынын дәлелелдеңдер.
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				22.	Өрнектi ықшамдаңдар:

					1)  : 

					: ;

					2) ;	

					3) cos4α + 0,5cos2α + ; 
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					4) .

				23.	= cos2(α + β) тең-дiгiнiң дұрыстығын тексерiңдер.

				24.	Өрнектi ықшамдаңдар:

					1) tg7α · ctg7α + sin2 · ctg2 + sin2;

				
					[image: ]
				

					2) (0,5 + 0,5cos10α) : (0,5 – 0,5 cos10α) · tg25α;
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					3) ; 

					4) .

				25.	Тепе-теңдiктi дәлелдеңдер:

					1)  = 0,5tg4α; 

					2) tgα · tgβ + (tgα + tgβ) ctg(α + β) = 1; 

					3) (tgα – tgβ) · ctg(α –β) – tgα · tgβ = 1; 

					4) 4sin6α + 4cos6α – 1 = 3cos22α.

				Теңдеулер және олардың жүйелерi

				26.	Берiлген теңдеудiң шешiмi болатын үш сандар жұбын көрсетiңдер:

					1) 3x – 4y = 10;	2) 5x + 0,2y = 1. 

				27.	(0; 0,4), (0,4; 0), (0; –0,4), (–0,4; 0), (4; 6), (–4; –6), (0; 0) сан-дар жұптарының арасынан 8x – 5y – 2 = 0 теңдеуiнiң шешiмiн табыңдар. 

				28.	Егер арифметикалық прогрессияның бiрiншi және төртiншi мүшелерiнiң қосындысының мәнi 23-ке, үшiншi және алтыншы мүшелерiнiң қосындысының мәнi 31-ге тең болса, прогрессияның бiрiншi мүшесi мен айырымын табыңдар. 

				29.	Шексіз геометриялық прогрессияның қосындысы 6-ға, алғашқы бес мүшесінің қосындысы -ке тең болса, прогрессияның төртін-шi мүшесi мен еселiгiн табыңдар. 

				30.	Егер: 

					1)  2)  болса, онда геометрия-лық прогрессияның алғашқы бес мүшесiнiң қосындысының мәнiн табыңдар.
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				31.	Егер: 

					1) 	2) 

				
					[image: ]
				

					геометриялық прогрессиясының алғашқы сегiз мүшесiнiң қосындысының мәнiн табыңдар. 

					Теңдеулер жүйесiн графиктiк тәсiлмен шешiңдер (32—34):

				32.	1) 	2)  
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					3) 	4)  
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				33.	1) 	2) 
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				 3) 	4) 
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				34.	1) 	2)  
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					3) 	4) 
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				Теңсiздiктер және олардың жүйелерi

				35.	Теңсiздiктi шешiңдер:

					1) (x – 10)(x + 5)(x – 6) l 0;	2) (x + 2)(x – 7)(x + 11) m 0; 

					3)  l 0;	4)  m 0;

				
					[image: ]
				

					5) l 2;	6)  m –1; 

				
					[image: ]
				

					7) (x – 1)(x – 2)2(x – 3) < 0;	8) (x + 3)2(x + 2)(x + 1) < 0.

				36.	Теңсiздiктi квадраттық функцияның графигiнiң көмегiмен және интервалдар әдiсiмен шешiңдер: 

					1) x2 – 2x – 5 l 0;	2) –x2 – 2x + 15 m 0.
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				37.	Теңсiздiктi шешiңдер:

					1) 6x2 – 13x – 5 > 0;	2) 4x2 + 33x – 27 < 0. 

				38.	Теңсiздiктi қанағаттандыратын ең кiшi натурал санды табыңдар: 

					1)  m 0;	2)  l 0.

				
					[image: ]
				

				39.	Теңсiздiктi қанағаттандыратын ең үлкен натурал санды табыңдар: 

					1) (2 – x)(x – 8)2 l 0;	2) (x – 3)2(x – 9) < 0. 

				40.	Теңсiздiктi қанағаттандыратын ең кiшi бүтiн санды табыңдар:

					1)  l 0;	2)  m 0. 

				
					[image: ]
				

				41.	Теңсiздiктi қанағаттандыратын ең үлкен бүтiн санды табыңдар: 

					1) (x + 5)(x – 6)2 < 0;	2) (x + 6)2(5 – x) > 0. 

				42.	Теңсiздiктер жүйесiн шешiңдер:

					1) 	2) 

				
					[image: ]
				

				43.	1)  теңсiздiктер жүйесiн қанағаттандыратын ең кiшi және ең үлкен натурал сандарды табыңдар.

				 2)  теңсiздiктер жүйесiн қанағаттандыратын ең кiшi және ең үлкен бүтiн сандардың қосындысының мәнiн табыңдар. 

				44.	Теңсiздiктер жүйесiн шешiңдер:

					1) 	2) 	3) 

				
					[image: ]
				

				45.	1)  теңсiздiктер жүйесiн қанағаттандыратын бүтiн сандардың қосындысының мәнiн есептеңдер.

					2)  теңсiздiктер жүйесiн қанағаттандыратын барлық бүтiн сандарды табыңдар.
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				46.	Теңдеуді шешіңдер:

					1) ;	2) .

				
					[image: ]
				

				47.	Координаталары теңсiздiктер жүйесiн қанағаттандыратын нүк-телер жиынын координаталық жазықтықта кескiндеңдер: 

					1)  2) 	

				
					[image: ]
				

					3)  4) 

				
					[image: ]
				

				Функция және оның графигi 

				48.	Функцияның графигiн салыңдар:

					1) y = 2x2 – 4x + 3;	2) y = x2 + 2x – 2; 

					3) y = –x2 + 3x – 1;	4) y = –x2 – x + 1.

				49. Функцияның графигiн салыңдар және оның анықталу облысы мен мәндер жиынын көрсетiңдер: 

					1) y = 2x2 + |x|;	2) y = –x2 + 3|x|; 

					3) y = 2x – x · |x|;	4) y = x · |x| – 3x.

				50.	Функцияның графигiн салыңдар және бар болса, онда оның ең үлкен және ең кiшi мәндерiн табыңдар: 

					1) y = 4x2 – 2x + 3;	2) y = –x2 – 4x + 2; 

					3) y = 2 – ;	4) y = 2 + . 

				
					[image: ]
				

				51.	Теңдеудi графиктiк тәсiлмен шығарыңдар және түбiрлерiнiң жуық мәндерiн жазыңдар: 

					1) x2 – 4x = ;	2) –3x2 + 2x – 2 = . 

				
					[image: ]
				

				52.	Теңдеудің графигін салыңдар: 

					1)  = 0;	2)  = 0; 

				
					[image: ]
				

					3)  = 0; 4)  = 0.
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				53.	85-суретте квадраттық функцияның графигi берiлген. Графиктiң көмегiмен: 

				 1) функцияның бiрсарындылық аралықтарын көрсетiңдер;
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				 2) функцияның таңбатұрақтылық аралықтарын көрсетiңдер;

					3) графиктiң симметрия осiнiң теңдеуiн жазыңдар;

				 4) функцияның ең кiшi мәнiн табыңдар.

				54.	1) 86-суретте y = ax2 + bx + c функциясының графигi берiлген және D = b2 – 4ac. a, b, c сандарының және D-ның таңбасын табыңдар. 
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					2) 87-суретте y = ax2 + bx + c квадраттық функциясының графигi берiлген және D = b2 – 4ac. a, b, c сандарының және D-ның таңбасын табыңдар.

					3)	88-суретте y = ax2 + bx + c квадраттық функциясының графигi берiлген және D = b2 – 4ac. а) ac > 0; ә) Dc > 0; б) ab < 0; в) bc > 0; г) bD > 0 қатынастары дұрыс па? 

				Практикаға бағытталған тапсырмалар

				55.	10 жабық құлып және оларды ашатын 10 кілт берілген. Әр құлыпқа бір кілттен келеді. Бірінші құлыпты ашу үшін 10 кілт қолданылады. Жақсы жағдайда құлып бірінші кілтпен, ең на-шар жағдайда оныншы кілтпен ашылады. Барлық құлыпты ашу үшін ең көп дегенде қанша рет әрекет жасау керек?

				
					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						
							85-сурет

						

					

					
						
							86-сурет

						

					

				

			

		

	
		
			
				131

			

		

		
			[image: ]
		

		
			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

		

		
			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

		

		
			[image: ]
		

		
			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

		

		
			
				56.	Бір көшеде 100 үй бар және әр үйге нөмір берілген. Тақ нөмірлі үйлер көшенің сол жағында, жұп нөмірлі үйлер оң жағында орналасқан. 90-шы нөмірлі үй қай жерде орналасқан? 

				57.	Әлия тұратын үйде бір ғана кіреберіс бар. Әр қабатта 10 пәтерден. Әлия 88-ші пәтерде тұрады. Әлия үйдің нешінші қабатында тұратынын табыңдар. 

				58.	Станок алты метрлік 300 тақтайдың әрқайсысын бір сағатта 2 метрден бөледі. Тура осындай сегіз метрлік 400 тақтайды 2 метр-ден бөлу үшін қанша уақыт керек? 

				59.	Тіктөртбұрыштың периметрі 36 см. Оның қабырғаларының ұзындығы бүтін сандармен өрнектеледі. Есептің шарты бойынша қанша тіктөртбұрыш салуға болады? 

				60.	Жанұяда 9 бала бар және олардың жастарының қосындысы 119-ға тең. Егер олар әр үш жылда туылған болса, онда олардың жастарын табыңдар. 

				61.	Сыныпта 28 оқушы бар. Олардың 12-сі вокалмен, 19-ы бимен, 5-еуі вокал және бимен айналысады. Сыныптың қанша оқушысы осы үйірмелерге қатыспайды?  

				62.	Арман мен Нұржан көлге жағалай отырғызылған талдарды сана-ды. Олар әртүрлі талдан бастап бір бағытта жылжыды. Арманның санауында жиырмысыншы болған тал Нұржанда төртінші, Нұржанда қырық алтыншы болған тал Арманда оныншы болды. Көлдің жағалауына қанша тал отырғызылған? 

				63.	1, 2, 6, 24, 120, ... тізбектегі заңдылықты табыңдар.

				64.	1) 56 т жүкті 300 км қашықтыққа тасымалдау үшін бір кәсіпорынның мәшинелері қолданылады және мәшинелердің жүк көтергіштіктері әртүрлі. Мәліметтер кестеде келтірілген.
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					2) Ғимаратты бір қабатқа көтергенде оның биіктігі 3,5 метрге артады. Шағын ауданда 5 қабатты, 4 қабатты үйлер, 2 қабатты балалар бақшасы және 3 қабатты мектеп салынған. Шағын аудандағы барлық ғимараттардың биіктіктерінің қосындысының мәнін табыңдар. 

				65.	Диаграммада Х және У банктеріндегі алғашқы салым мен жылдық өсімге сәйкес салым көрсетілген (89-сурет). 

				89-сурет

					1) Х және У банктеріндегі салымның жылдық пайызының өсімін табыңдар;

					2) Х және У банктердегі салымның жылдық пайызы өсімінің айырмашылығын табыңдар.

				66. Кәсіпорында 54 жүргізуші бар. Егер барлық 60 мәшиненің 25%-ыкүнделікті жөндеу жұмыстары үшін кәсіпорында қалатын бол-са, онда әр жүргізушіде бір айда (30 күн) қанша күн демалыс болатынын табыңдар. 

				Ықтималдықтар теориясының элементтері

				67.	а) Жәшікте 4 ақ және 8 қызыл шар бар. Кездейсоқ алынған шардың: 1) ақ; 2) қызыл болуының ықтималдығын табыңдар. 

					ә) Жәшікте 6 қызыл, 4 ақ және 10 көк шар бар. Кездейсоқ алынған шардың: 1) қызыл; 2) ақ емес; 3) көк болуының ықтималдығын табыңдар. 
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				68.	Ойын сүйегі лақтырылған. 1) 2 немесе 3 цифрының; 2) 4 немесе 5 цифрының; 3) тақ ұпайдың түсуінің ықтималдығын табыңдар. 

				69. Емтиханға 30 билет дайындалған. Оқушының алған билеті: 

					1) біртаңбалы сан; 2) тақ сан болуының ықтималдығын табың-дар.

				70.	1) Қабырғасының ұзындығы 4 см шаршыға қабырғасының ұзындығы 2 см екінші шаршы іштей сызылған. Кездейсоқ белгіленген нүкте екінші шаршыға тиісті болмауының ықти-малдығын табыңдар. 

					2) Қабырғасының ұзындығы 4 см шаршыға радиусы 2 см дөңгелек іштей сызылған. Кездейсоқ белгіленген нүкте дөңгелекке тиісті болуының ықтималдығын табыңдар. 

					3) [–2; 8] кесіндісінен сан кездейсоқ таңдалады. Осы сан х2 – 2х + + 8 < 80 теңсіздігінің шешімі болуының ықтималдығын табыңдар. 

				 4) [–3; 7] кесіндісінен сан кездейсоқ таңдалады. Осы сан х2 – 2х ++ 9 m 0 теңсіздігінің шешімі болуының ықтималдығын табың-дар. 

				Олимпиадалық тапсырмалар

				71.	(3х – 1)( + 3х –1) = 2х теңдеуін шешіңдер.

				72.	х3 – 2х – 4 = 0 теңдеуін шешіңдер.

				73.	а теңдеуінің түбірлері геометриялық прогрессияны құрайды. х3 – 12х2 + ах – 28 = 0 теңдеуінің түбірлері арифметикалық про-грессияны құрайды. Осы түбірлерді табыңдар. 

				74.	а параметрінің қандай мәндерінде х3 + ах2 + 48х – 27 = 0 теңдеуінің түбірлері геометриялық прогрессияны құрайды?

				75.	а және b параметрлерінің қандай мәндерінде х3 + 7х2 + ах + b көпмүшесі х2 + х + 2019 көпмүшесіне бөлінеді?

				76.	(х2 – 5х – 8)3 = х2(х2 + х – 8) теңдеуінің түбірлерін табыңдар.

				77.	х12 – х9 + х4 – х + 1 > 0 теңсіздігі х-тің кез келген нақты мәнінде ақиқат болатынын дәлелдеңдер.

				78.	х8 + х6 – 4х4 + х2  + 1 l 0 теңсіздігі х-тің кез келген мәнінде ақиқат болатынын дәлелдеңдер. 

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

			

		

	
		
			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

		

		
			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

		

		
			
				134

			

		

		
			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

		

		
			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

		

		
			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			
				79.	Егер  және ac > 0 болса, онда  +  l 4 теңсіздігін дәлелдеңдер.

				
					[image: ]
				

				80. Егер a, b, с ∈ R+ және abс = 1 болса, онда ab + bc + ca + a + b ++ c – 6 l 0 теңсіздігін дәлелдеңдер.

				81.	1 · 3 · 5 ·... · (2n – 1) < nn теңсіздігін дәлелдеңдер.

				82.	2п l 2п + 1 , мұндағы п∈N және п l 3, теңсіздігін математикалық индукция әдісімен дәлелдеңдер. 

				83.	Егер п l 2 болса, онда 1 +  + ... +  < п теңсіздігін дәлелдеңдер.

				
					[image: ]
				

				84.	5°; 10°; 15°; … арифметикалық прогрессия. Осы бұрыштардың косинустарының қосындысының мәні нөлге тең болатындай прогрессияның бірінші мүшесінен бастап алынатын мүшелердің ең кіші санын табыңдар. 

				85.	sinα + sin(α + ϕ) + sin(α + 2ϕ) + … + sin(α + n) өрнегін ықшам-даңдар.

				Комбинаторика элементтері

				86.	1) Бір цифр екі рет қайталанбайтындай 2, 4, 7, 8 цифрларынан тұратын төрттаңбалы сандардың санын табыңдар.

					2) Тіктөртбұрыш, ромб және шаршыны көк, қызыл, жасыл әртүрлі түстермен бояудың қанша тәсілі бар?

				87.	52 оқушы математикадан, 33 оқушы информатикадан, 11 оқушы екі пәннен де олимпиадаға қатысты. Олимпиадаға барлығы қанша оқушы қатысқан?

				88.	70 желім қағаздың 47-сіне түймедақ, 30-ына нәркес, 10-ына жұпаргүл мен түймедақ, 6-уына жұпаргүл мен нәркес, 5-еуіне жұпаргүл мен түймедақ, 4-еуіне нәркес, жұпаргүл, түймедақ салынған. Нәркес салынған желім қағаздың санын табыңдар.

				89.	Теңдеуді шешіңдер:

					1) А3x = 8x – 3x2;	

					2) А3x = 2x3 – 3x2 – 14x;

					3) C2x = x + 5.
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				90.	Асхана мәзірінде 4 салат, 3 бірінші, 5 екінші және 3 үшінші тамақ бар. Төрт тамақтан (салаттан, біріншіден, екіншіден, үшіншіден) тұратын түскі асты қанша тәсілмен таңдауға болады?

				91.	1) Абонент телефон нөмірінің соңғы екі цифрын ұмытып қалған. Егер ол соңғы екі цифрдың әртүрлі және тақ сандар екенін білетін болса, онда телефон нөмірін анықтау тәсілінің ең үлкен саны қанша?

					2) Оқушы емтиханға берілген 30 сұрақтың 22-сін оқыған, 4-еуін оқымаған, ал қалғанына орташа дайындалған. Емтихан билетінде үш сұрақ бар. Оқушы сұрақтарына жауап бере алатын билеттер саны қанша?

				92.	 биномының жіктелуіндегі х-тің дәрежесі бойынша құрамында: 1) х2 болатын; 2) х болмайтын бірмүшені табыңдар. 
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					Құрамында ең болмағанда бiр теңдеуi сызықтық теңдеу болмайтын екi айнымалысы бар теңдеулер жүйесi екі айнымалысы бар сызықтық емес теңдеулер жүйесі деп аталады

				

				
					Екі айнымалысы бар сызықтық емес теңдеулер жүйесінің шешімі

				

				
					Жүйенiң әрбiр теңдеуiн тура санды теңдiкке айнал-дыратын (х0; у0) сандар жұбы екі айнымалысы бар сызықтық емес теңдеулер жүйесінің шешімі деп аталады

				

				
					Екі айнымаласы бар сызықтық емес теңдеудің шешімі

				

				
					Екi айнымалысы бар F(х; у) = 0 сызықтық емес теңдеуiн F(х0; у0) = 0 тура санды теңдiгiне айналдыратын (х0; у0) сандар жұбы екі айнымалысы бар сызықтық емес теңдеудің шешімі деп аталады

				

				
					Екі айнымалысы бар теңдеу

				

				
					f(x; y) = q(x; y) түрiнде берiлãен теңдеулер екі айны-малысы бар (х пен у) теңдеулер деп аталады, мұндағы f(x; y) және q(x; y) — х пен у айнымалылары бар өрнектер

				

				
					Екі айнымалысы бар теңсіздік

				

				
					f(x; y) > g(x; y); f(x; y) < g(x; y); f(x; y) l g(x; y), f(x; y) m g(x; y) түрiндегi теңсiздiктер (мұндағы f(x; y) және g(x; y) — екi айнымалысы бар өрнектер) екі айнымалысы бар теңсіздік деп аталады
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					Екі айнымалысы бар теңсіздіктің шешімі

				

				
					Екі айнымаласы бар теңсіздіктің шешімі деп теңсiздiктi тура санды теңсiздiкке айналдыратын айнымалылардың мәндер жұбын айтады

				

				
					Жоғарыдан шектелген тізбек

				

				
					Егер (аn) тiзбегiнiң әрбiр мүшесiнен үлкен А саны бар болса, онда (аn) тiзбегi жоғарыдан шектелген тізбек деп аталады

				

				
					Заттың концентрациясы

				

				
					Массасы m болатын қоспадағы (қорытпадағы, ерiтiн-дiдегi) массасы m1 заттың концентрациясы деп  шамасын айтады

					
						[image: ]
					

				

				
					Заттың проценттік құрамы

				

				
					Массасы m болатын қоспадағы (қорытпадағы, ерiтiн-дiдегi) массасы m1 заттың проценттік құрамы деп  · 100% шамасын айтады
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					Қайталанбайтын алмас-тырулар

				

				
					А = {х1, х2, …, хn} жиынының барлық п элементін қамтитын реттелген жиындар п элементтен тұратын қайталанбайтын алмастырулар деп аталады

				

				
					Қайталанбайтын алмас-тырулар санын есептеу-ге арналған формула

				

				
					Pn = n!

				

				
					Қайталанбайтын орна-ластырулар

				

				
					n элементтен тұратын жиынның k элементінен реттел-ген жиындарды n элементтен алынған k-дан құралған қайталанбайтын орналастырулар деп айтады

				

				
					Қайталанбайтын орна-ластырулар санын есеп-теуге арналған формула

				

				
					
						[image: ]
					

				

				
					Қайталанбайтын теру-лер 

				

				
					n элементтен тұратын жиынның k элементінен рет-телген ішкі жиындарды n элементтен алынған k-дан құралған қайталанбайтын терулер деп айтады

				

				
					Қайталанбайтын те-рулер санын есептеуге арналған формула
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					Қарама-қарсы оқиға

				

				
					А оқиғасы орындалмағанда ғана орындалатын оқиғасы А оқиғасына қарама-қарсы оқиға деп аталады

					
						[image: Описание: $ \bar{A}$]
					

				

				
					Кездейсоқ оқиға

				

				
					Тәжірибе барысында орындалатын немесе орындал-майтын оқиға кездейсоқ оқиға деп аталады

				

				
					Кемімейтін тізбек

				

				
					Егер (аn) тiзбегiнде әрбiр аn мүшесi алдыңғы an – 1 мүшесiнен үлкен немесе оған тең болса, онда тiзбек кемімейтін тізбек деп аталады 
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					Кемімелі тізбек

				

				
					Егер (аn) тiзбегiнде әрбiр аn мүшесi алдыңғы an – 1 мүшесiнен кіші болса, онда тiзбек кемімелі тізбек деп аталады 

				

				
					Келтіру формулалары

						

				

				
					k ± α (мұндағы k — кез келген бүтiн сан, α — сүйiр бұрыш) бұрышының тригонометриялық функциялары берiлсе, онда оларды α бұрышының тригонометриялық функцияларына келтiрген ыңғайлы. Ол үшiн арнайы келтiру формулалары қолданылады
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					Комбинаторика

				

				
					Комбинаторикалық есептерді қарастыратын матема-тиканың бөлігі комбинаторика деп аталады

				

				
					Комбинаторикалық есеп

				

				
					Шектелген жиынның элементтерінен қандай да бір ережелер бойынша әртүрлі комбинациялар құрастырылатын және олардың саны табылатын есептерді комбинаторикалық есептер деп атайды 

				

				
					Қолайлы нәтиже

				

				
					Тәжірибе нәтижесінде күтілетін оқиға шығатын болса, онда қолайлы нәтиже деп аталады

				

				
					Қосу формулалары

				

				
					Екi бұрыштың қосындысы мен айырымының три-гонометриялық функцияларын сол бұрыштардың тригонометриялық функциялары арқылы өрнектейтiн формулаларды қосу формулалары деп атайды

				

				
					Қосынды ережесі 

				

				
					Егер X және Y жиындарының ортақ элементі болмаса және X жиынында а элемент, Y жиынында b элемент болса, онда X және Y жиындарының бірігуі (а + b) элементтен тұрады

				

				
					Математикалық индук-ция 

				

				
					Математикалық индукция — дәлелдеу әдiстерiнiң бiрi. Оны қандай да бiр тұжырымның барлық натурал сандар үшiн ақиқат болатынын дәлелдеу үшiн қолданады. 

					Алдымен, тұжырымның n = 1 үшiн ақиқаттығы тексерiледi. Одан кейiн кез келген натурал k үшiн n = k теңдiгiнiң ақиқаттығынан n = k + 1 теңдiгiнiң ақиқаттығы шығатыны дәлелденедi. Онда барлық n үшiн тұжырым дәлелдендi деп саналады

				

				
					Мәндес теңдеулер

				

				
					Шешiмдер жиыны бiрдей болатын екi теңдеу мәндес теңдеулер деп аталады

				

				
					Мүмкін емес оқиға

				

				
					Тәжірибе барысында міндетті түрде орындалмайтын оқиға мүмкін емес оқиға деп аталады

				

				
					Ньютон биномы

				

				
					(x + a)n =Ckn · ak · xn – k, мұндағы ∑ қосу белгісі, формуласы Ньютон биномы деп аталады
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					n!

				

				
					n! = 1 · 2 · 3 · … · n

				

				
					n-ші мүшенің форму-ласы

				

				
					n-ші мүшенің (жалпы мүшенің) формуласы деп тізбектің нөмірі белгілі кез келген мүшесін есептеу формуласын айтады

				

				
					Оқиға

				

				
					Оқиға деп мағынасы бар, орындалатын немесе орын-далмайтын құбылыс айтылады. 

					Оқиға деп түрлі тәжірибелер, бақылаулар және өлшемдердің нәтижелерін де айтады

				

				
					Оқиғаның ықтималдығы 

				

				
					А оқиғасының ықтималдығы деп теңмүмкіндік жағдайында m қолайлы нәтижелер санының п жалпы нәтижелер санына қатынасын айтады

				

				
					Өспейтін тізбек

				

				
					Егер (аn) тiзбегiнде әрбiр аn мүшесi алдыңғы an – 1 мүшесiнен кіші немесе оған тең болса, онда тiзбек өспейтін тізбек деп аталады 

				

				
					Өспелі тізбек

				

				
					Егер (аn) тiзбегiнде әрбiр аn мүшесi алдыңғы an – 1 мүшесiнен үлкен болса, онда тiзбек өспелі тізбек деп аталады

				

				
					Периодты функция

				

				
					Егер у = f(x) анықталу облысынан алынған кез келген х үшiн f(x + T) = f(x) теңдiгi орындалатындай нөлге тең емес Т саны бар болса, онда у = f(x) функциясы периодты функция, ең кiшi Т саны функцияның пе-риоды деп аталады

				

				
					Pn

				

				
					n элементтен тұратын қайталанбайтын алмастырулар саны

				

				
					Радиандық бұрыш

				

				
					Ұзындығы шеңбер радиусының ұзындығына тең доғаға сәйкес келетiн центрлiк бұрыш 1 радиандық бұрыш деп аталады

				

				
					Ckn

				

				
					Ckn — n элементтен алынған k-дан құралған қайта-ланбайтын терулер саны

				

				
					Сандар тiзбегiнің аналитикалық тәсiлмен берілуі

				

				
					Егер тiзбек n-шi мүшенiң (жалпы мүшесiнiң) форму-ласымен берiлсе, онда сандар тiзбегi аналитикалық тәсiлмен берiлген дейдi

				

				
					Сандар тізбегінің графиктік тәсілмен берілуі

				

				
					Сандар тiзбегiнiң графигi абсциссасы натурал сан, ординатасы тiзбектiң мүшесi болатын нүктелер жиы-нынан тұрады

				

				
					Санды шеңбер	

				

				
					Бастапқы нүкте, бірлік доға, оң бағыт көрсетілген шеңбер санды шеңбер деп аталады 

				

				
					Статистикалық ықтималдық

				

				
					А оқиғасының статистикалық ықтималдығы деп жүргізілген п тәжірибе барысында оқиғаның орындалуының салыстырмалы жиілігін айтады
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					Екi айнымалысы бар теңдеудiң графигi деп координата-лары осы теңдеудiң шешiмдерi болатын координаталық жазықтықтың нүктелер жиынын айтады

				

				
					Теңдеудің дәрежесі

				

				
					F(х; у) = 0 түрiнде берiлген екi айнымалысы бар теңдеудiң дәрежесi деп F(х; у) көпмүшесiнiң дәрежесiн айтады (мұндағы F(х; у) — стандарт түрде берiлген көпмүше) 

				

				
					Тізбекті баяндау тәсілімен беру
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				Жауаптары

				ІV тарау. Тригонометрия

				19.6. 1) IV ширек; 2) I ширек; 3) III ширек; 4) II ширек. 19.7. 1) 0,2π; 0,8π; 0,2π; 0,8π; 2) 0,7π; 0,3π; 0,7π; 0,3π. 19.8. 1) ; ; ; ; 2) ; ; ; .19.10. 1) α = + 2π · 1; 2) α = 0,3π + 2π · 7; 4) α = 0,3π + 2π · (–10). 19.11. 1) IV ширек; 2) I ширек; 3) II ширек; 4) I ширек. 19.14. 1) ; ; ; ; 2) ; ; ; . 19.15. 1) Иә; 2) жоқ, әр уақытта емес; 3) иә; 4) әр уақытта емес. 19.16. 219 айналым. 19.17. 1) 1080° немесе 6π рад; 4) 8640° немесе 48π рад. 19.20. 1) ; 4) [–1,5; 2]. 19.24. 1) – 3; 2) –2; 3) –; 4) 2 –. 19.25. 1) 3; 2) . 20.4. 1) 1 +; 2) ; 3) –2,5; 4) . 20.5. 1) 3; 3) 1,5 + ; 4) –3. 20.6. 1) α1 = 180°; α2 = 360°; α3 = 720°; 2) α1 = 30°; α2 = 150°; α3 = 390°; 5) α1 = 90°; α2 = –90°; α3 = 450°. 20.8. 1) 5 –; 2) –1; 3) 0. 20.9. 1) β = ; β = ; β = π; 2) β =; β = π; β =. 20.10. 1) Жоқ; 2) жоқ; 3) жоқ; 4) жоқ. 20.11. 1) Иә; 2) жоқ; 3) иә; 4) жоқ. 20.12. 1) 0,75; 3) . 20.14. 1) sin60° + sin30°; 2) cos30°+ + cos60°. 20.15. 1) sin60° – sin45°; 2) cos30° – cos45°. 20.16. 1) tg30° – tg45°; 2) ctg60° – ctg45°. 20.17. 2) ; 3) ; 4) . 20.18. 1) –(2 +); 2) –14; 3) –1; 4) . 20.19. 1) π; 3π; 4π; 2) ; ; 3) ; . 20.20. Болады.20.23. 1) 3 +; 2) 2 –. 20.24. 1) 2; 2) . 20.25. 1) Әр уақытта емес; 2) α = 150°; α = 390°; 3) α = (–1)n · 30° + 180° · n, n ∈ Z. 20.26. 1) Әр уақытта емес; 2) α = –45°; α = 315°; 3) α = ±45° + 360° · n, n ∈ Z. 20.27. 1) Жоқ; 2) жоқ; 3) жоқ; 4) иә. 20.29. 1) III ширек; 2) II ширек. 20.30. 1) Иә; 2) иә; 3) жоқ; 4) иә. 20.33. 1) x1 + x2 = ; x1 · x2 = –9; 2) x1 + x2 = 1,4; x1 · x2 = –. 20.34. 1) 0; 2) 4; 3) 0. 20.36. 1) 2; 3; 2) 4; 5; 6;… . 20.38. 10 сағ, 15 сағ. 20.39. 1) [–3; +∞); 2) (–∞; 4]; 3) [–1; +∞); 4) (–∞; 2]. 21.3. 1) II ширек; 2) III ширек; 3) IV ширек; 5) III ширек; 6) III ширек. 21.4. 1) +; 2) –; 6) +; 8) +; 9) 0; 10) +; 12) –. 21.7. Болмайды. 21.8. 1) –; 2) +; 3) –; 4) +. 21.9. 1) +; 2) + ; 3) +; 4) –. 21.11. 1) I және II ширек-тер; 2) III және IV ширектер; 4) II және III ширектер; 6) II және IV ширектер; 8) II және IV ширектер. 21.12. 1) Иә, 2; 2) иә, 1; 3) Жоқ. 21.13. 1) +; 2) –. 21.14. 1) – 4) Т = 3. 21.15. 1) 30°; 150°; 30°; 150°; 3) 60°; 120°; 60°; 120°. 21.16. 3) 45°; 135°; 45°; 135°; 4) 30°; 150о; 30°; 150°. 21.17. 3) 60°; 120°; 120°; 60о; 
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				6) ; 7) ; 8) 0. 27.8. 1) sin(α + β) · sin(α – β); 3) ; 4) cos2x. 27.9. 1) ; 2) –; 3) 2; 4) 10; 5) 13; 6) 11. 27.10. 1) 2; 2) 4; 3) –4; 4) –1. 27.11. 1) 2cos3α · cosα; 2) cosα. 27.12. 1) 2coscos; 3) 2cossin. 27.13. 1) 4cos( +4β) · cos( – 4β); 2) 4sin( + 4β) × × sin( – 4β); 3) ; 4) . 27.16. 1) 4; 2) 6 + 2; 3) 2; 4) 1,5. 27.17. 1) –0,8; 2) ; 3) ; 4) . 27.18. 1) ; 2) . 27.19. 1) –cos2x; 2) –sin2x. 27.20. 1) [–2; –1)∪ ∪ (1; 8]; 2) (–2; –1). 27.21. 1) cosα · cos2β; 2) cos 3α · cos2β. 27.22. 1) cos2α · sinβ; 2) sin3α × cos2β. 28.1. 1) (sin7α + sin3α); 4) (cos9α + cos21α); 6) –(cos18α + cos24α); 8) (sin8α + sin2α). 28.3. 1) ; 2) ; 3) ; 4) . 28.5. 1) –1;2) 1; 3) ; 4) –3. 28.9. 1) 2(cosβ ++ cos3β + cos5β + cos7β); 6) 4(cos7α – cos13α – cos9α + cos11α). 28.10. 1) ; 2) ; 3) 2a(1 – 2a2)2 – a; 4) 4a(2a2 – 1)(1 – a2). 28.12. 1) ; 2) . 28.14. 1) 0;2) 0. 28.15. 1) 0; 2) 1. 28.17. 1) cos5° – cos15° + cos35° – cos45°; 2) cos10° + sin20° – sin60°. 28.19. 1) ; 2) . 28.20. 1) {(4; 3); (–4; –3)}; 2) {(–3; –2); (3; 2)}; 3) {(–1; –3); (1; 3)}; 4) {(2; 2); (–2; –2); (4; 1); (–4; –1)}. 28.21. 1) (–∞; –4) ∪ [–2; 0]∪[5; +∞); 2) [–2; 0]∪(1; 6]. 28.22. 1) 1; 2) –2. 28.23. 1) y = 3, симметрия осінің теңдеуі х = 1. 28.24. 1) 1; 2) 2cos2α. 29.1. 1) cos(α – ); 4) 2tgα · sin2; 5) 0; 6) 0; 7) –2tgα; 8) sinα; 11) 1; 12) 1 + sinα. 29.2. 1) ; 2) 2; 3) 1; 4) 0,5; 5) 3; 6) 1; 7) –2; 8) 0,5. 29.3. 1) –9; 2) –2; 3) 13; 4) 7. 29.5. 1) 4; 2) 2; 3) –1; 4) 0,125.29.6. 1) 1,2; 2) –8,5; 3) 2,15; 4) 2,1. 29.7. 1) ; 2) ; 3) ; 4) . 29.8. 1) 1; 2) 1. 29.9. 1) –1,1 немесе 1,1; 2) –0,75 немесе 0,75; 3) немесе ; 4) –1,2 немесе 1,2; 5) –0,64; 6) ±4; ±2. 29.10. 1) –0,5; 2) –0,5. 29.11. 1) –0,5;2) 0,5; 3) 2,5; 4) 1. 29.12. 1) ; 2) 0,944; 3) 0,936; 4) 224; 5) –80; 6) . 29.13. 1) 5; 2) 4; 3) 0,1; 4) –10. 29.14. 1) 1; 2) 1; 3) –cos2α; 4) cos2β. 29.17. . 29.18. . 29.19. 1) 0,125; 2) 0; 3) 1. 29.21. 1) [–; –1)∪(–1; 1)∪(1; ]; 2) [–; –1)∪(–1; 1)∪(1; ]. 
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				V тарау. Ықтималдықтар теориясының элементтері
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