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				ВВедение

				Дорогие учащиеся! 

				Геометрия — один из самых увлекательных и важных разделов математики. Слово “геометрия” — греческое, оно означает “земле-мерие” (гео — “земля”, метрео — “измеряю”). Геометрия состоит из двух разделов: планиметрии и стереометрии. 

				В планиметрии изучаются плоские фигуры, т. е. расположен-ные на плоскости, а в стереометрии – неплоские фигуры, т. е. не лежащие на плоскости. Чаще их называют пространственными. 

				Зачем же нужна геометрия? Во-первых, именно она знакомит с разнообразием пространственных форм, формирует необходимые представления. Во-вторых, геометрия дает метод научного позна-ния, способствует развитию логического мышления. Кроме этого, изучение этого предмета способствует приобретению необходимых практических навыков в изображении, моделировании и констру-ировании пространственных фигур, в измерении основных геомет-рических величин (длин, углов, площадей, объемов). 

				В данном курсе вы ознакомитесь с основными геометрически-ми фигурами, научитесь их изображать, проводить дополнитель-ные построения, решать задачи на доказательство, на нахождение длин отрезков и величин углов, задачи с практическим содержа-нием и др.

				Весь материал учебника разбит на главы и параграфы, которые содержат теоретический материал, задания для самостоятельной работы, вопросы для повторения, задачи различного уровня труд-ности А, В и С. 

				Задачи уровня А имеют начальный уровень трудности и отве-чают за усвоение основного материала. Задачи уровня В являются базовыми. Их выполнение свидетельствует об освоении материа-ла данного пункта. Задачи уровня С имеют повышенный уровень трудности. 

				В конце каждой главы предлагается тест на проверку освоения пройденного материала. В конце учебника приведены ответы к за-дачам.

				 Желаем вам успехов в изучении геометрии!
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				Начальные геометричесКИе сведения

				§ 1. Основные понятия геометрии

				Представление о геометрических фигурах дают окружающие нас объекты. Однако в отличие от реальных объектов геометриче-ские фигуры идеальны.

				Точка является идеализацией очень маленьких объектов, т. е. таких, размерами которых можно пренебречь. Древнегреческий ученый Евклид, впервые давший научное изложение геометрии в своей книге “Начала”, определял точку как то, что не имеет частей.

				Точки изображаются остро отточенным карандашом или руч-кой на листе бумаги, мелом или фломастером на доске и т. п. Од-нако изображение точки только приближенное, потому что точка, нарисованная карандашом, всегда имеет хоть и очень маленькие, но ненулевые размеры, а геометрическая точка размеров не имеет.

				Точки обозначаются прописными латинскими буквами A, B, C, ..., A1, B2, C3, ..., A′, B′′, C′′′, ... .

				Прямая является идеализацией тонкой натянутой нити, края сто-ла прямоугольной формы. По прямой распространяется луч света.

				Евклид определял прямую как длину без ширины.

				Прямые проводятся на листе бумаги или доске с помощью ли-нейки. Хотя изображения прямых ограничены, их следует пред-ставлять себе неограниченно продолженными в обе стороны. При этом цвет не имеет значения для изображения.

				Прямые обозначаются строчными латинскими буквами a, b, c, ..., a1, b2, c3, ..., a′, b′′,c′′′, ... или двумя прописными латинскими буква-ми AB, CD, ..., A1B1, C2D2, ..., A′B′, C′′D′′, ... .

				Плоскость является идеализацией ровной поверхности воды, стола, доски, зеркала и т. п.

				Если точка принадлежит данной пря-мой, в этом случае говорят, что прямая проходит через точку, а если не принад-лежит ей, то говорят, что прямая не про-ходит через точку (рис. 1.1).

				Идея аксиоматического построения геометрии, предложенная и реализован-
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				ная Евклидом, состоит в том, что если мы не можем определить, что представляет собой исследуемый объект, то следует определить его свойства, выделить существенные признаки объекта и абстраги-роваться от несущественных. Эти свойства называются аксиомами, что в переводе с греческого языка означает “достойное признание, не вызывающее сомнения”.

				Например, фигуры шахматного слона могут быть сделаны из разных материалов, иметь различную форму, быть непохожими на настоящих слонов. Все эти признаки не являются для них важны-ми. Существенными являются правила (аксиомы), по которым они могут передвигаться по шахматной доске.

				Каждая наука имеет свои определенные правила. В повседнев-ной жизни с ними также приходится иметь дело. Например, раз-личные игры основываются на тех или иных правилах. При работе с компьютером руководствуются общепризнанными положениями. Свод законов, регулирующих деятельность человека в той или иной области, также представляет собой набор постановлений.

				Аналогичным образом аксиомы геометрии можно рассматривать как правила игры в геометрию. Используя аксиомы, путем логиче-ских рассуждений выводятся (доказываются) свойства геометрических фигур, называемые теоремами. Особую роль при этом играют логиче-ские рассуждения — доказательства. Несмотря на то что некоторые свойства геометрических фигур могут показаться вытекающими из рисунка, тем не менее они нуждаются в доказательстве. Рисунок по-могает найти доказательство, но не заменяет его.

				В качестве аксиомы принимается следующее свойство.

				Если две прямые имеют одну общую точку, то говорят, что пря-мые пересекаются в этой точке (рис. 1.2).

				Две прямые, лежащие в одной плоскости и не имеющие общих точек, называются параллельными (рис. 1.3).
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							Рис. 1.2
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				Составим схему взаимного расположения двух прямых на плос-кости.

					По аналогии с рисунками 1.2, 1.3 изобразите различные случаи взаим-ного расположения трех прямых.

				 1.	Идеализацией каких объектов является точка?

				 2.	Как определял точку Евклид?

				 3.	Как изображаются точки?

				 4.	Как обозначаются точки?

				 5.	Идеализацией каких объектов является прямая?

				 6.	Как определял прямую Евклид?

				 7.	Как изображаются прямые?

				 8.	Как обозначаются прямые?

				 9.	В чем заключается одно из основных свойств прямой?

				10.	Как могут располагаться относительно друг друга точка и прямая?

				11.	Сколько общих точек могут иметь две прямые?

				12.	Идеализацией каких объектов является плоскость?

				13.	Какие две прямые называются пересекающимися?

				14.	Какие две прямые называются параллельными?

				15.	Как могут располагаться относительно друг друга две прямые на плоскости?

				16.	В чем состоит аксиоматический метод построения геометрии?

				17.	Что такое аксиома?

				18.	Что такое теорема?

				19.	Что такое доказательство?

				А

				1.1.	Изобразите прямую и точки, принадлежащие этой прямой и не принадлежащие ей.

				1.2.	Пусть точки A, B, C принадлежат одной прямой и точки B, C, D принадлежат одной прямой. Что можно сказать о всех точках A, B, C, D?

				1.3.	Изобразите три точки, не принадлежащие одной прямой. Про-ведите прямые, проходящие через различные пары из трех данных точек. Сколько всего таких прямых?
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							Упражнения
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				1.4.	Изобразите: а) четыре точки; б) пять точек; в) шесть то-чек, никакие три из которых не принадлежат одной прямой (рис. 1.4). Проведите прямые, проходящие через различные пары из этих точек. Сколько всего таких прямых?

				1.5.	Сколько прямых изображено на рисунке 1.5? Сколько у них точек попарных пересечений?

				1.6.	На клетчатой бумаге изобразите прямую AB и точку C, как показано на рисунке 1.6. Через точку C проведите прямую, параллельную прямой AB.
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				1.7.	Укажите прямые, изображенные на рисунке 1.7, пересекающие прямую a.

				В

				 1.8.	Пусть прямые a, b, c пересекаются в одной точке и прямые b, c, d пересекаются в одной точке. Что можно сказать о всех прямых a, b, c, d?

				 1.9.	Сколько точек попарных пересечений могут иметь три прямые? Изобразите различные случаи.

				1.10.	Изобразите четыре прямые так, чтобы у них было: а) три точ-ки; б) четыре точки; в) пять точек; г) шесть точек попарных пересечений.

				1.11.	Изобразите пять прямых так, чтобы у них было десять точек попарных пересечений.

				1.12.	Используя рисунки 1.8 и 1.9, составьте два верных и два лож-ных высказывания.

				1.13.	Айжан, Сауле, Берик и Даурен построились вдоль прямой ли-нии. Берик оказался между Айжан и Сауле, а Сауле — между Бериком и Дауреном. В каком порядке стоят ребята?

				С

				1.14.	Сколько прямых можно провести через различные пары из: а) 3 точек; б) 4 точек; в) 5 точек; г)*n точек, никакие три из которых не принадлежат одной прямой?

				
					
						
							Рис. 1.8

						

					

					
						
							Рис. 1.9
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							Рис. 1.7
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				1.15.	Какое наибольшее число точек попарных пересечений могут иметь: а) 3 прямые; б) 4 прямые; в) 5 прямых; г) *n прямых?
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							Подготовьтесь к овладению новыми знаниями

						

					

					
						
							1.17.	На прямой отмечены: а) одна точка; б) две точки; в) три точки; г) * п точек. На сколько частей эти точки делят данную прямую?

						

					

				

				§ 2. Лучи и отрезки

				Изобразите прямую. Отметьте на ней какую-нибудь точку. 

					Как вы думаете, на сколько частей эта точка разбивает прямую?

				Правильный ответ – на две части. Это свойство прямой прини-мается за аксиому.

				На рисунке 2.1 точка C разбивает прямую на две части. Точки A и B принадлежат разным частям прямой. В этом случае говорят, что точки A и B лежат по разные стороны от точки C, а точка C лежит между точками A и B. Точки B и D принадлежат одной части. В этом случае говорят, что точки B и D лежат по одну сторону от точки C.
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							Подготовьте сообщение

						

					

					
						
							1.16.	История геометрии, связанная с именами знаменитых уче-ных: Пифагора, Евклида, Архимеда, И. Кеплера, Р. Декарта, Л. Эйлера, Н. И. Лобачевского и многих др.
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							Каждая точка на прямой разбивает эту прямую на две части.

						

					

				

			

		

		
			
				
					Рис. 2.1
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				Лучом, или полупрямой, называется часть прямой, состоящая из данной точки и всех точек, лежащих от нее по одну сторону. При этом сама данная точка называется вершиной луча, или началом луча.

				Для обозначения лучей используются строчные латинские бук-вы, например, a, или пары прописных латинских букв, например AB, первая из которых обозначает начало луча, вторая — какую-нибудь точку, принадлежащую лучу (рис. 2.2).
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				Отрезком называется часть прямой, состоящая из двух данных точек и всех точек, лежащих между ними. При этом сами данные точки называются концами отрезка.

				Отрезок обозначается указанием его концов. Например, АВ, С1D1 (рис. 2.3) и т. п. 

				Одной из основных операций, которую можно производить с отрезками, является операция откладывания данного отрезка на данном луче от его вершины. Получающийся при этом отрезок на-зывается равным исходному отрезку.

				В качестве аксиомы принимается следующее свойство.

				Равенство отрезков АВ и А1В1 записывается в виде АВ = А1В1. Оно означает, что если один из этих отрезков, например АВ, отло-жить на луче А1В1 от точки А1, то отрезок АВ при этом совместится с отрезком А1В1 (рис. 2.4, а).

				Если при откладывании отрезка АВ на луче А1В1 от точки А1 точка В переходит в точку B′, лежащую между точками А1 и В1, то говорят, что отрезок АВ меньше отрезка А1В1 и обозначают АВ << А1В1. Говорят также, что отрезок А1В1 больше отрезка АВ и обозначают А1В1 > AB (рис. 2.4, б).

				Если на отрезке АВ между точками А и В взять какую-либо точку С, то образуется два новых отрезка АС и СВ. Отрезок АВ на-зывается суммой отрезков АС и СВ и обозначается АВ = АС + СВ 
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						На любом луче от его начала можно отложить только один отрезок, равный данному.

					

				

			

		

		
			
				
					Рис. 2.3
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				(рис. 2.5). Каждый из отрезков АС и СВ называется разностью отрезка АВ и другого отрезка, обозначается АС = АВ – СВ, СВ == АВ – АС.

				Чтобы сложить два произвольных отрезка АВ и CD, продолжим отрезок АВ за точку В и на этом продолжении отложим отрезок ВЕ, равный отрезку CD (рис. 2.6). Отрезок АЕ даст сумму отрезков АВ и CD, т. е. АЕ = АВ + CD.

					По аналогии со сложением отрезков самостоятельно сформулируйте правило вычитания из большего отрезка меньшего.

				Точка, делящая отрезок на две равные части, называется его серединой.

				 1.	Сформулируйте свойство прямой, принимаемое за аксиому.

				 2.	Какая фигура называется лучом?

				 3.	Как обозначается луч?

				 4.	Как по-другому называется луч?

				 5.	Как по-другому называется вершина луча?

				 6.	Какая фигура называется отрезком?

				 7.	Как обозначается отрезок?

				 8.	Какие операции можно производить с отрезками?

				 9.	Как обозначается равенство отрезков?

				10.	Какая точка называется серединой отрезка?

				А

				2.1.	Сколько лучей могут иметь данную точку в качестве своей вершины?

				2.2.	Сколько лучей, расположенных на данной прямой, могут иметь данную точку этой прямой в качестве своей вершины?

				2.3.	На отрезке АВ взята точка С. Среди лучей АВ, АС, СА, СВ, BA, BC назовите пары совпадающих лучей.

				2.4.	Изобразите на прямой точки A, B, C, D так, чтобы: 

					а) точка С лежала между точками А и B, точка D лежала между точками В и С;
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					Рис. 2.6
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					б) точка А лежала между точками В и С, точка С — между точками А и D.

				2.5.	На клетчатой бумаге изобразите луч CE и отрезок AB, как пока-зано на рисунке 2.7. От вершины C луча CE отложите отрезок CD, равный отрезку AB.

				2.6. Укажите равные отрезки, изображенные на рисунке 2.8.

				В

				 2.7.	Для точек A, B, C, D прямой известно, что точки В и С лежат по одну сторону от точки А, точки В и D тоже лежат по одну сторону от точки А. Как расположены точки С и D относи-тельно точки А? 

				 2.8.	На клетчатой бумаге изобразите отрезки, как показано на рисунке 2.9. Укажите середины отрезков AB, CD, EF.

				 2.9.	На клетчатой бумаге изобразите отрезки, как показано на рисунке 2.9. Укажите точки, делящие отрезки AB, CD, EF на три равные части.

				2.10.	Расположите номера в порядке возрастания соответствующих отрезков, изображенных на рисунке 2.10.

				
					
						
						

					

					
						
						

					

					
						
						

					

					
						
							Рис. 2.8
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							Рис. 2.10
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					Рис. 2.7
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				2.11.	На клетчатой бумаге изобразите отрезки, как показано на ри-сунке 2.11. Изобразите какой-нибудь отрезок, равный сумме отрезков AB и CD.

				2.12.	На клетчатой бумаге изобразите отрезки, как показано на ри-сунке 2.12. Изобразите какой-нибудь отрезок, равный разности отрезков AB и CD.

				С

				2.13.	На прямой отмечены: а) 3 точки; б) 4 точки; в) 5 точек; г) *n точек. Сколько имеется лучей, лежащих на данной прямой, с вершинами в этих точках?

				2.14.	На прямой отмечены: а) 3 точки; б) 4 точки; в) 5 точек; г) *n точек. Сколько имеется отрезков с концами в этих точках?

				2.15.	Сравните отрезки AB и CD, изображенные на рисунке 2.13.
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							Рис. 2.12

						

					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						
							а)

						

					

					
						
							б)

						

					

				

			

		

		
			[image: ]
		

		
			
				14

			

		

		
			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

		

		
			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

	
		
			
				§ 3. Измерение длин отрезков

				Измерение длины отрезка основано на сравнении его с отрез-ком, длина которого принимается за единицу (единичный отрезок). 

				Длина отрезка — это положительное число, показывающее, сколько раз единичный отрезок и его части укладываются в дан-ном отрезке.

				Для измерения длины данного отрезка AB последовательно откладывают единичный отрезок OE на луче AB от вершины А. Если при этом единичный отрезок целиком укладывается в отрез-ке AB целое число раз без остатка, то процесс измерения на этом заканчивается и полученное число считается длиной отрезка AB. Например, на рисунке 3.1, а единичный отрезок укладывается в данном ровно три раза. 

				Если единичный отрезок целиком укладывается в отрезке AB с остатком, т. е. конец последнего единичного отрезка С не совпада-ет с концом отрезка AB, и остаток СВ меньше единичного отрезка (рис. 3.1, б), то полученное число n считается приближенным зна-чением длины отрезка (с точностью до 1). В этом случае единичный отрезок разбивается на 10 равных частей. На луче CB от вершины С последовательно откладывают одну десятую часть единичного отрезка и находят число m, показывающее, сколько раз она укла-дывается в отрезке СВ. Если при этом конец последнего отрезка совпадет с концом отрезка СВ, то процесс измерения заканчивает-ся и число, выражаемое десятичной дробью n, m считается длиной отрезка АВ. На рисунке 3.1,б n=2, m=6.

				Если конец последнего отрезка не совпадает с концом отрезка СВ, то число n, m считается приближенным значением длины от-резка (с точностью до 0,1). В этом случае одна десятая часть еди-
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							Подготовьтесь к овладению новыми знаниями

						

					

					
						
							2.16.	Нарисуйте прямую. С помощью линейки отложите на ней в одном направлении отрезок АВ, длиной 5 см, и отрезок ВС, длиной 6 см. Какую длину имеет отрезок АС?
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				ничного отрезка разбивается на десять равных частей и повторяет-ся описанная процедура.

				В результате процесс измерения может на некотором шаге за-кончиться. В этом случае длина отрезка будет выражаться конеч-ной десятичной дробью. Однако может случиться, что процесс из-мерения не заканчивается ни на каком шаге. В этом случае длина отрезка будет выражаться бесконечной десятичной дробью.

				Единичный отрезок можно разбивать не только на 10, но и на другое число частей. Так, если единичный отрезок разбит на q рав-ных частей и одна такая часть укладывается в отрезке АВ ровно p раз, то длина отрезка АВ считается равной дроби . На рисунке 3.2 q = 3, p = 8.

				
					
						
							Рис. 3.2
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				Длину отрезка AB называют также расстоянием между точками A и B. Длину отрезка AB будем обозначать как и сам отрезок AB.

				Для измерения длин отрезков применяют различные измери-тельные инструменты, простейшим из которых является линейка с делениями, обозначающими сантиметры, и их десятые части — миллиметры. 

				На рисунке 3.3 длины отрезков AB, AC и AD равны соответ-ственно 4 см, 5 см 2 мм, 6 см 5 мм.

				Для измерения длины отрезка на местности обычно использу-ют рулетку, а в качестве единичного отрезка принимается отрезок длиной 1 м (метр), равный 100 см. Для измерения больших рас-стояний в качестве единицы измерения берется 1 км (километр), равный 1000 м.

				Для длин отрезков выполняются следующие свойства.

				Свойство 1. Длины равных отрезков равны.

				Свойство 2. Длина суммы отрезков равна сумме их длин.

					Самостоятельно сформулируйте, чему равна длина разности отрезков.
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							Рис. 3.3
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				1.	Что называется длиной отрезка?

				2.	Как обозначается длина отрезка?

				3.	Как измеряется длина отрезка?

				4.	Что называется расстоянием между двумя точками?

				5.	Какие свойства выполняются для длин отрезков?

				А

				3.1.	Используя линейку, нарисуйте отрезки длиной: а) 6 см; б) 18 мм; в) 1 дм.

				3.2.	На клетчатой бумаге изобразите отрезки AB, CD, EF, как пока-зано на рисунке 3.4. С помощью линейки измерьте их длины.

				3.3.	На рисунке 3.5 АВ = CD, АС = 6 см. Найдите BD.

				3.4.	На рисунке 3.5 АС = BD, АС = 10 см, CD = 4 см. Найдите длину отрезка ВС.

				В

				3.5.	Точка С лежит на прямой между точками А и В. Найдите дли-ну отрезка АВ, если: а) АС = 2 см, СВ = 3 см; б) АС = 3 дм, СВ = 4 дм; в) АС = 12 м, СВ = 5 м.

				3.6.	На прямой в одну сторону последовательно отложены отрезки OE = 5 см, EF = 30 мм, FG = 15 мм, GH = 11 см. Найдите от-резки: а) OF; б) OH; в) EG; г) FH.

				3.7.	Точки А, В и С принадлежат одной прямой. Известно, что АВ = 4 см, АС = 7 см, ВС = 3 см. Какая из точек А, В, С лежит между двумя другими?

				3.8.	Могут ли точки А, В, С принадлежать одной прямой, если АВ = 2 см, ВС = 3 см, АС = 4 см?

				3.9.	Точки А, В, С принадлежат одной прямой. Принадлежит ли точка В отрезку АС, если АС = 3 см, ВС = 5 см?

				
					
						
						

					

					
						
							Рис. 3.4
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							Упражнения

						

					

				

				
					
						
							Рис. 3.5
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				3.10.	Могут ли точки А, В, С принадлежать одной прямой, если длина большего отрезка АВ меньше суммы длин отрезков АС и ВС?

				3.11.	На прямой отложены отрезки AB = 10 см, BC = 5 см. Найдите AC, если: а) точка B лежит между точками A и C; б) точка C лежит между точками A и B?

				3.12.	Отрезки AB и CD пересекаются в точке O и делятся в ней попо-лам. Известно, что AO = 2 CO. Сравните отрезки AB и CD.

				3.13.	Сумма двух отрезков равна 6 см, их разность — 2 см. Найдите сами отрезки.

				3.14.	На отрезке АВ длиной 15 м отмечена точка С. Найдите длины отрезков АС и ВС, если: а) отрезок АС на 3 м длиннее отрезка ВС; б) отрезок АС в два раза длиннее отрезка ВС; в) длины отрезков АС и ВС относятся как 2:3.

				3.15.	На прямой последовательно отложены три отрезка: АВ, ВС и СD так, что АВ = 3 см, ВС = 5 см, CD = 4 см. Найдите рассто-яние между серединами отрезков АВ и CD.

				3.16.	От точки А, взятой на некоторой прямой, отложены в од-ном направлении два отрезка АВ и АС, причем АВ = 60 мм, АС = 100 мм. Найдите: а) длину отрезка ВС; б) расстояние от точки А до середины отрезка ВС; в) расстояние между сере-динами отрезков АВ и АС.

				3.17.	Три деревни А, В, С расположены вдоль прямой дороги. Рас-стояние между деревнями А и В равно 2 км, между А и С — 5 км. Чему равно расстояние между деревнями В и С? Сколько решений имеет задача?

				3.18.	Как от ленты длиной 2 м отрезать кусок длиной 150 см, если линейкой с делениями пользоваться нельзя?

				С

				3.19.	На прямой от одной точки в одном направлении отложены три равных отрезка так, что конец первого отрезка служит серединой второго, а конец второго — серединой третьего. Длина отрезка, концами которого служат начало первого и конец третьего отрезка, равна 28 см. Найдите длину этих от-резков.

				3.20.	Толщина газетного листа равна 0,1 миллиметра. Газетный лист сложили пополам, потом еще раз пополам и так пятьде-сят раз. Если предположить, что такое сложение возможно, то какой толщины получилась бы стопка?
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							Подготовьте сообщение

						

					

					
						
							3.21.	Единицы измерения в разных странах в конце XVIII в. Эта-лон единицы длины – метр.
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				§ 4. Полуплоскость и угол

				Проведите на плоскости какую-нибудь прямую. 

					Как вы думаете, на сколько частей эта прямая разбивает плоскость?

				Правильный ответ – на две части. На рисунке 4.1 прямая a раз-бивает плоскость на две части. При этом если точки A и B принад-лежат одной из этих частей, то отрезок AB не пересекает прямую. В этом случае говорят также, что точки A и B лежат по одну сторо-ну от прямой a. Если же точки B и C принадлежат разным частям плоскости, то отрезок BC пересекает прямую a. В этом случае гово-рят также, что точки B и C лежат по разные стороны от прямой a.

				Это свойство прямой принимается за аксиому.

				
					
						
							Рис. 4.1

						

					

					
						
							Рис. 4.2

						

					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

				

				Часть плоскости, состоящая из точек данной прямой и точек, лежащих по одну сторону от этой прямой, называется полуплоско-стью (рис. 4.2).

				Рассмотрим два луча с общей вершиной (рис. 4.3). Они разбива-ют плоскость на две части. 
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							Подготовьтесь к овладению новыми знаниями

						

					

					
						
							3.22.	На сколько частей разбивают плоскость: а) два луча; б) три луча; в) четыре луча; г) * n лучей с общей вершиной?

						

					

				

				
					
						Каждая прямая на плоскости разбивает эту плоскость на две части. Если две точки принадлежат разным частям, то отрезок, соединяющий эти точки, пересекается с прямой. Если две точки принадлежат одной части, то отрезок, соединяющий эти точки, не пересекается с прямой.

					

				

			

		

		
			[image: ]
		

		
			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

		

		
			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

		

		
			
				19

			

		

		
			
				
					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

				

			

		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

	
		
			
					Попробуйте объяснить это самостоятельно.

				Фигура, образованная двумя лучами с общей вершиной и од-ной из частей плоскости, ограниченной этими лучами, называется углом. Общая вершина лучей называется вершиной угла, сами лу-чи — сторонами угла. 

				Угол обозначается или одной буквой, указывающей его верши-ну, или тремя буквами, средняя из которых указывает вершину угла, а крайние — какие-нибудь точки на сторонах угла. Напри-мер, ∠A, ∠AOB и т. д. Иногда углы обозначаются цифрами, напри-мер, ∠1, ∠2 и т. д.

				Точки угла, не принадлежащие его сторонам, называются внут-ренними точками. Лучи, исходящие из вершины данного угла и проходящие через внутренние точки угла, называются внутренни-ми лучами.

				На рисунке 4.4 изображен угол AOB. Точки C и D — его внут-ренние точки, лучи OC и OD — его внутренние лучи.

				Угол называется развернутым, если его стороны вместе состав-ляют прямую (рис. 4.5, а). В противном случае угол называется неразвернутым.

				Неразвернутый угол может быть меньше развернутого, т. е. яв-ляться частью развернутого угла (рис. 4.5, б), или быть больше развернутого, т. е. содержать развернутый угол (рис. 4.5, в). 

				Как правило, если не оговорено противное, мы будем рассмат-ривать углы, меньше развернутых.

				Два угла называются смежными, если одна сторона у них об-щая, а две другие составляют вместе прямую (рис. 4.6, а).
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				Два угла называются вертикальными, если стороны одного угла дополняют до прямых стороны другого угла (рис. 4.6, б).

				1.	На сколько частей прямая разбивает плоскость? 

				2.	В чем заключается свойство взаимного расположения точек на плос-кости относительно данной прямой?

				3.	Что называется полуплоскостью?

				4.	В каком случае две точки принадлежат: а) одной полуплоскости; б) разным полуплоскостям относительно данной прямой?

				5.	Какая фигура называется углом? Что называется вершиной угла? Что называется сторонами угла?

				6.	Какой угол называется развернутым?

				7.	Какие углы называются: а) смежными; б) вертикальными?

				8.	Как обозначаются углы?

				А

				4.1.	Изобразите прямую p и точки A, B, C, D, E, F так, что A, E принадлежат данной прямой, остальные ей не принадлежат, причем D и F принадлежат разным полуплоскостям, B и C — одной полуплоскости, и отрезок BD пересекает прямую p.

				4.2.	Даны прямая a и четыре точки А, В, С, D, не принадлежащие этой прямой. Пересекает ли эту прямую отрезок AD, если: а) отрезки АВ, ВС и CD пересекают прямую a; б) отрезки АС и ВС пересекают прямую a, отрезок BD не пересекает; в) отрезки АВ и CD пересекают прямую a, отрезок ВС не пере-секает; г) отрезки АВ и CD не пересекают прямую a, отрезок ВС пересекает; д) отрезки АВ, ВС и CD не пересекают прямую a; е) отрезки АС, ВС и BD пересекают прямую? Изобразите данные ситуации.

				4.3.	Изобразите две пересекающиеся прямые. На сколько частей они разбивают плоскость?

				4.4.	Изобразите три прямые, пересекающиеся в одной точке. На сколько частей они разбивают плоскость?

				4.5.	Изобразите четыре прямые, пересекающиеся в одной точке. На сколько частей они разбивают плоскость?
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				 4.6.	Изобразите лучи ОA, ОB, ОC, ОD так, чтобы: а) луч ОС лежал внутри угла АОB, луч ОD лежал внутри угла ВОС; б) луч ОА лежал внутри угла ВОС, луч ОС лежал внутри угла АОD.

				 4.7.	Какие из изображенных на рисунке 4.7 точек принадлежат сторонам угла, а какие — лежат внутри угла?

				 4.8.	Сколько углов с вершиной в точке О изображено на рисунке 4.8?

				 4.9.	Сколько имеется углов, смежных данному?

				4.10.	Сколько имеется углов, вертикальных с данным?

				В

				4.11.	Даны пять точек и прямая, не проходящая ни через одну из этих точек. Известно, что три точки расположены в одной полуплоскости, две другие — в другой полуплоскости относи-тельно этой прямой. Каждая пара точек соединена отрезком. Сколько отрезков: а) пересекает прямую; б) не пересекает прямую? Сделайте соответствующий рисунок.

				4.12.	Изобразите три попарно пересекающиеся прямые, не пересекаю-щиеся в одной точке. На сколько частей они разбивают плоскость?

				4.13.	Изобразите четыре попарно пересекающиеся прямые, три из которых не пересекаются в одной точке. На сколько частей они разбивают плоскость?

				4.14.	Сколько всего углов, меньше развернутого, определяются лу-чами, изображенными на рисунке 4.9? Назовите их. 

				4.15.	По рисунку 4.10 запишите пары смежных углов.

				4.16.	По рисунку 4.10 запишите пары вертикальных углов.

				
					
						
						

					

					
						
							Рис. 4.7

						

					

					
						
							Рис. 4. 8
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							Рис. 4.9
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				С

				4.17.	На сколько частей разбивают плоскость n прямых, пересе-кающихся в одной точке?

				4.18.	На прямой отмечены: а) 2 точки; б) 3 точки; в) 4 точки; г) *n точек. Сколько получилось развернутых углов с вершинами в этих точках?

				4.19.	На сколько частей делят плоскость: а) два луча с общей вер-шиной; б) три луча с общей вершиной; в) четыре луча с об-щей вершиной; г) *n лучей с общей вершиной?

				4.20.	На сколько частей разбивают плоскость n попарно пересе-кающихся прямых, три из которых не пересекаются в одной точке?

				§ 5. Операции c углами. Равенство углов

				Одной из основных операций, которую можно производить с углами, является операция откладывания данного угла в ту или другую сторону от данного луча (рис. 5.1). Получающийся при этом угол называется равным исходному углу.

				Равенство углов АОВ и А1О1В1 записывается в виде ∠АОВ = = ∠А1О1В1. Оно означает, что если один из этих углов, например АОВ, отложить от луча О1А1 в сторону, определяемую лучом О1В1, то угол АОВ при этом совместится с углом А1О1В1.

				В качестве аксиом принимаются следующие свойства.

				
					
						
							Рис. 5.1
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							Подготовьтесь к овладению новыми знаниями

						

					

					
						
							4.21.	Нарисуйте луч ОА. С помощью транспортира отложите от него в одном направлении угол АОВ, величиной 60°, и угол ВОС, величиной 30°. Какую величину имеет угол АОС?
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				Если при откладывании угла АОВ от луча О1А1 луч ОВ перехо-дит в луч O1B′, лежащий внутри угла А1О1В1, то говорят, что угол АОВ меньше угла А1О1В1 и обозначают ∠АOВ<∠А1O1В1 (рис. 5.2). 

				Говорят также, что угол А1О1В1 больше угла АОВ и обозначают ∠А1О1В1 > ∠AOB.

				Угол, равный своему смежному углу, называется прямым уг-лом (рис. 5.3, а). Угол, который меньше прямого угла, называется острым углом (рис. 5.3, б). Угол, который больше прямого угла, но меньше развернутого угла, называется тупым углом (рис. 5.3, в).

				Биссектрисой угла называется внутренний луч, делящий этот угол на два равных угла (рис. 5.4).

				
					
						От любого луча на плоскости в заданную сторону можно от-ложить только один угол, равный данному.

						Все развернутые углы равны.
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				Если внутри угла АОВ провести луч ОС, то образуются два но-вых угла АОС и СОВ (рис. 5.5). Угол АОВ называется суммой углов АОС и СОВ и обозначается ∠АОВ = ∠АOС + ∠СOВ. Каждый из углов АОС и СОВ называется разностью угла АОВ и другого угла, обозначается ∠АOС = ∠АOВ – ∠СOВ, ∠СOВ = ∠АOВ – ∠АOС.

				Чтобы сложить два угла, например АОВ и CО1D (рис. 5.6), от-ложим угол CО1D от луча ОВ так, чтобы точки A и D находились по разные стороны от прямой ОВ. Обозначим ОЕ луч, в который перейдет луч О1D. Тогда угол АОЕ даст сумму углов АОВ и CО1D, ∠АOЕ = АOВ + CО1D.

					По аналогии с определением сложения углов самостоятельно определи-те вычитание из большего угла меньшего.

				Непосредственно из определения суммы углов следует, что сум-ма смежных углов равна развернутому углу.

				Теорема. Вертикальные углы равны.

				Доказательство. Пусть АOC и BOD — вертикальные углы. Стороны ОВ и OD угла BOD дополняют до прямых стороны со-ответственно ОА и ОС угла АОС (рис. 5.7). Тогда углы АОС и СОВ составляют в сумме развернутый угол. Углы ВОD и СОВ также составляют в сумме развернутый угол. Следовательно, ∠AOC + ∠COB = ∠BOD+ ∠COB. Вычитая из обеих частей этого равенства ∠COB, получаем требуемое равенство ∠AOC = ∠BOD. 

				
					
						
							Рис. 5.7
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				Углом между пересекающимися прямыми называется наимень-ший из углов, образованных лучами, на которые делятся данные прямые точкой их пересечения (рис. 5.8).
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				Две прямые называются перпендикулярными, если они образу-ют прямой угол (рис. 5.9).

				1. Какие углы называются равными?

				2. Как обозначается равенство углов?

				3. Что означает, что один угол меньше другого? 

				4. Какой угол называется: а) острым; б) прямым; в) тупым?

				5. Что называется биссектрисой угла?

				6. Как определяется: а) сумма двух углов; б) разность двух углов?

				7. Сформулируйте теорему о вертикальных углах.

				8. Что называется углом между пересекающимися прямыми?

				9. Какие прямые называются перпендикулярными?

				А

				5.1.	Среди углов, изображенных на рисунке 5.10, укажите равные углы.

				5.2.	Какой из углов, изображенных на рисунке 5.11, больше?

				5.3.	Расположите углы, изображенные на рисунке 5.12, в порядке их возрастания.

				
					
						
							Рис. 5.8

						

					

					
						
							Рис. 5.9
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							Рис. 5.10

						

					

					
						
							Рис. 5.11
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							Упражнения
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				 5.4.	На клетчатой бумаге изобразите угол AOB и луч PQ, как пока-зано на рисунке 5.13. От луча PQ отложите угол QPR, равный углу AOB. 

				 5.5.	Может ли угол между прямыми быть: а) прямым; б) тупым?

				 5.6.	Один из углов, которые получаются при пересечении двух прямых, равен 30°. Чему равны остальные углы?

				В

				 5.7.	Сколько углов, больше разверну-того, образуются лучами, изобра-женными на рисунке 5.14?

				 5.8.	Сколько: а) острых; б) прямых; в) тупых углов образуется лучами, изображенными на рисунке 5.14?

				 5.9.	Могут ли два смежных угла быть одновременно: а) острыми; б) пря-мыми; в) тупыми?

				5.10.	На клетчатой бумаге нарисуйте угол AOB, аналогично данному на рисунке 5.15. Изобразите биссек-трису OC этого угла.

				
					
						
						

					

					
						
						

					

					
						
							Рис. 5.13
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				5.11.	На клетчатой бумаге изобразите угол, равный сумме углов AOB и PQR (рис. 5.16).

				5.12.	На клетчатой бумаге изобразите угол, равный сумме углов ABC и PQR (рис. 5.17).

				5.13.	На клетчатой бумаге изобразите угол, равный разности углов AOB и PQR (рис. 5.18).

				5.14.	На рисунке 5.19 угол AOB равен 50°, угол COD равен 60°. Найдите угол EOF.
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				5.15.	На клетчатой бумаге через точку C проведите прямую, пер-пендикулярную прямой AB (рис. 5.20).

				5.16.	На клетчатой бумаге через точку C проведите прямую, пер-пендикулярную прямой AB (рис. 5.21). 

				5.17.	Какая прямая, из указанных на рисунке 5.22, перпендику-лярна прямой: а) a; б) b; в) с; г) d? 
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						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

				

				
					
						
						

					

					
						
						

					

					
						
							Рис. 5.21
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				5.18.	Лодка плыла сначала на юг, затем повернула на 90°. В каком направлении она теперь плывет? Сколько решений имеет за-дача?

				5.19.	Есть ли ошибка на рисунках: а) 5.23; б) 5.24? Объясните ответ.

				С

				5.20.	На клетчатой бумаге изобразите угол, равный разности уг-лов: а) C и B (рис 5.25, а); б) B и C (рис. 5.25, б).

				5.21.	Докажите, что если два угла равны, то равны и смежные им углы.

				5.22.	Один из двух углов, образованных при пересечении двух пря-мых, на 20° меньше другого. Найдите эти углы.

				
					
						
							Рис. 5.23

						

					

					
						
							Рис. 5.24

						

					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

				

				
					
						
						

					

					
						
							Рис. 5.22
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							Рис. 5.25
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				5.23.	Один из углов, образованный при пересечении двух прямых, в 4 раза больше другого. Найдите эти углы.

				5.24.	Сумма трех углов, образованных при пересечении двух пря-мых, равна 306°. Найдите больший из них.

				5.25.	Может ли сумма трех углов, образовавшихся при пересече-нии двух прямых, быть равной 150°?

				§ 6. Измерение величин углов

				Для измерения величин углов поступают также, как и в случае измерения длин отрезков.

				Сначала выбирают угол, принимаемый за единицу измерения, — единичный угол. Обычно такой угол составляет одну сто восьмиде-сятую часть развернутого угла. Считают, что величина этого угла равна одному градусу, ее обозначают 1°.

				Затем для измерения величины данного угла АОВ от луча ОА последовательно откладывают единичный угол и находят число n, показывающее, сколько раз он укладывается в данном угле. Если при этом луч последнего единичного угла совпадет с лучом ОВ, то процесс измерения считается законченным и полученное число градусов n будет величиной угла АОВ, обозначается ∠АОВ = n°. Если же луч ОС последнего единичного угла лежит между лучами ОА и ОВ, то единичный угол разбивают на 60 равных частей. Ве-личину одной такой части называют одной минутой и обозначают 1′. Затем последовательно откладывают от луча ОС угол, равный одной минуте, и находят число m, показывающее, сколько раз этот угол целиком укладывается в углу CОВ. Если при этом луч по-следнего угла совпадет с лучом ОВ, то процесс измерения счита-ется законченным и величина n°m′, показывающая, сколько раз в данном углу укладываются угол в 1° и угол в 1′, будет величиной данного угла. Если же последний луч лежит между лучами ОC и ОВ, то угол в одну минуту делят на 60 равных частей (величину одной такой части считают равной одной секунде и обозначают 1′′) и повторяют процедуру измерения.

				Таким образом, градусная величина угла показывает, сколько раз угол в один градус и его части укладываются в этом углу.

				Градусная величина угла удовлетворяет следующим свойствам.

				Свойство 1. Градусные величины равных углов равны.
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							Подготовьтесь к овладению новыми знаниями

						

					

					
						
							5.26.	Сколько спиц в колесе, если угол между соседними спицами равен 20°?

							5.27.	На сколько градусов повернется минутная стрелка за 30 ми-нут?
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				Свойство 2. Градусная величина суммы углов равна сумме их градусных величин.

					Самостоятельно сформулируйте, чему равна градусная величина разно-сти углов.

				Градусную величину угла обычно обозначают так же, как и сам угол. Например, запись ∠AOB = 30° означает, что величина угла AOB равна 30°. Говорят также, что угол AOB равен 30°. Иногда гра-дусную величину угла обозначают строчными греческими буквами, например, ϕ, ψ и т. д.

				Непосредственно из определений следует, что прямой угол ра-вен 90°. Острый угол меньше 90°, тупой угол больше 90°, но меньше 180°. 

				Для измерения величин углов применяют различные измери-тельные инструменты, простейшим из которых является извест-ный вам транспортир (рис. 6.1).

				На рисунке 6.1 градусные величины углов AOB, AOC и AOD равны соответственно 60°, 90° и 120°.

				1.	Что принимается за единицу измерения углов?

				2.	Что такое градус?

				3.	Что такое минута?

				4.	Что такое секунда?

				5.	Как измеряется градусная величина угла?

				6.	Какие свойства выполняются для градусных величин углов?

				А

				6.1.	Найдите градусную величину угла (рис. 6.2): а) AOC; б) AOB; в) AOD; г) AOE; д) BOD; е) BOC; ж) BOE.
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				6.2.	Найдите величины углов AOB, AOC, AOD, BOC, BOD, COD, изображенных на рисунке 6.3.

				6.3.	С помощью транспортира постройте углы величиной 10°, 30°, 70°, 100°, 150°.

				6.4.	На клетчатой бумаге изобразите луч AB, как показано на ри-сунке 6.4. От луча AB отложите угол BAC, равный: а) 45°; б) 90°.
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							Рис. 6.4
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				В

				 6.5.	Чему равен угол между направлениями на запад и северо-вос-ток?

				 6.6.	На клетчатой бумаге изобразите углы, как показано на рисун-ке 6.5. Оцените “на глаз” их градусную величину. Проверьте ваши оценки, измерив углы с помощью транспортира.

				 6.7.	Луч ОС лежит внутри угла АОВ, равного 60°. Найдите угол АОС, если он на 30° больше угла ВОС.

				 6.8.	Луч ОС лежит внутри угла АОВ, равного 45°. Найдите угол АОС, если он в два раза больше угла ВОС.

				 6.9.	Луч ОС лежит внутри угла АОВ, равного 120°. Найдите угол АОС, если он на 30° меньше угла ВОС.

				6.10.	Луч ОС лежит внутри угла АОВ, равного 120°. Найдите угол ВОС, если он в три раза больше угла AОС.

				6.11.	Некоторый угол равен 38°. Чему равен смежный с ним угол?

				6.12.	Найдите градусные величины двух смежных углов, если один из них в два раза больше другого.

				6.13.	Найдите градусные величины двух смежных углов, если: а) один из них на 30° больше другого; б) их разность равна 40°; в) один из них в четыре раза меньше другого; г) они равны.

				6.14.	Найдите градусные величины двух смежных углов, если они относятся как: а) 2 : 3; б) 3 : 7; в) 11 : 25; г) 22 : 23.
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							Рис. 6.5
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				6.15.	Общей частью двух углов AOB и COD, величиной 60° и 90° соответственно, является угол BOC, величиной 30° (рис. 6.6). Найдите угол AOD.

				6.16.	Чему равен угол между биссектрисами вертикальных углов?

				6.17.	Найдите величины углов AOB, AOC, AOD, BOC, BOD, COD, изображенных на рисунке 6.7.

				6.18.	Колесо имеет: а) 10 спиц; б) 12 спиц (рис. 6.8). Найдите величи-ну угла (в градусах), который образуют две соседние спицы.

				6.19.	Колесо имеет: а) 18 спиц; б) 20 спиц (рис. 6.9). Найдите величи-ну угла (в градусах), который образуют две соседние спицы.
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				6.20.	Колесо зубчатой передачи имеет 72 зубца (рис. 6.10). Сколько градусов содержится в дуге окружности, заключенной между серединами двух соседних зубцов?

				6.21.	Сколько оборотов в минуту делает зубчатое колесо с 32 зубца-ми, если сцепленное с ним зубчатое колесо с 8 зубцами делает 12 оборотов в минуту (рис. 6.11)? 

				6.22.	Чему равен угол между минутной и часовой стрелками на часах в: а) 3 ч; б) 6 ч; в) 5 ч?

				6.23.	На сколько градусов повернется минутная стрелка за: а) 20 мин; б) 10 мин; в) 50 мин?

				6.24.	На сколько градусов повернется часовая стрелка за: а) 1 ч; б) 30 мин; в) 20 мин?

				С

				6.25.	Докажите, что биссектриса смежных углов образует прямой угол.

				6.26.	На сколько градусов повернется Земля вокруг своей оси SN за 8 часов (рис. 6.12)?

				6.27.	За сколько часов Земля повернется вокруг своей оси на 90° (рис. 6.12)?
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				Проверь себя!

				1.	Сколько прямых можно провести через одну точку:

					A. Ни одной.	B. Одну. C. Две.	D. Бесконечно много?

				2.	Сколько прямых можно провести через две точки:

					A. Бесконечно много.	B. Две.	C. Одну. D. Ни одной?

				3.	Какое наибольшее число общих точек могут иметь две прямые:

					A. Ни одной.	B. Одну.	C. Две.	D. Бесконечно много?

				4.	Сколько прямых можно провести через различные пары из трех точек, не принадлежащих одной прямой:

					A. Одну.	B. Две.	C. Три.	D. Бесконечно много?

				5.	Какое наибольшее число прямых можно провести через различ-ные пары из четырех точек, три из которых не принадлежат одной прямой:

					A. 4.	B. 6.	C. 8.	D. 12?

				6.	Какое наибольшее число прямых можно провести через различ-ные пары из пяти точек, три из которых не принадлежат одной прямой:

					A. 5.	B. 10.	C. 15.	D. 20?

				7.	Какое наибольшее число точек попарных пересечений могут иметь три прямые:

					A. Одну.	B. Две.	C. Три.	D. Бесконечно много?

				8.	Какое наибольшее число точек попарных пересечений могут иметь четыре прямые:

					A. 4.	B. 6.	C. 8.	D. 12?

				9.	Какое наибольшее число точек попарных пересечений могут иметь пять прямых:

					A. 5.	B. 10.	C. 15.	D. 20?
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							Подготовьте сообщение

						

					

					
						
							6.28.	Астролябия — один из первых угломерных инструментов, изобретенных Гиппархом (180—125 гг. до н. э.), и усовер-шенствованный впоследствии немецким ученым Региомон-таном (1436—1476 гг.).

							6.29.	Теодолит — наиболее совершенный угловой инструмент, который применяется для выполнения геодезических работ.
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				10.	На прямой отмечены 4 точки. Сколько получилось отрезков с концами в этих точках:

					A. 3.	B. 4.	C. 5.	D. 6?

				11.	На луче OA отложен отрезок OB, меньше отрезка OA. Какая из трех точек лежит между двумя другими:

				A. A.	B. O.	C. B.	D. Нельзя определить?

				12.	На прямой в одну сторону последовательно отложены три от-резка: АВ, ВС и СD так, что АВ = 3 см, ВС = 5 см, CD = 4 см. Найдите расстояние между серединами отрезков АВ и CD:

				A. 6,5 см.	B. 7,5 см.	C. 8,5 см.	D. 10,5 см.

				13.	Сколько имеется углов, смежных данному:

				A. 1.	B. 2.	C. 3.	D. 4?

				14.	Один из смежных углов равен 30°. Найдите другой угол:

					A. 30°.	B. 60°.	C. 120°.	D. 150°.

				15.	Один из смежных углов больше другого на 90°. Найдите эти углы:

				A. 90°, 180°.	B. 30°, 120°.	C. 60°, 150°.	D. 45°, 135°.

				16.	Один из смежных углов в три раза меньше другого. Найдите эти углы:

				A. 45°, 135°.	B. 60°, 120°.	C. 30°, 90°.	D. 15°, 45°.

				17.	Один из смежных углов составляет 20% другого. Найдите эти углы:

					A. 20°, 160°.	B. 45°, 135°.	C. 60°, 120°.	D. 30°, 150°.

				18.	Сумма двух вертикальных углов, образованных двумя прямы-ми, равна 150°. Найдите все углы, образованные этими прямы-ми:

					A. 60°, 120°, 60°, 120°.	B. 30°, 150°. 30°, 150°.

					C. 75°, 105°, 75°, 105°.	D. 50°, 130°, 50°, 130°.

				19.	На какой угол повернется минутная стрелка за 20 мин:

					A. 30°.	B. 60°.	C. 90°.	D. 120°?

				20.	Какой угол образуют минутная и часовая стрелки в 13 ч 30 мин:

					A. 90°.	B. 120°.	C. 135°.	D. 150°?
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				ТРЕУГОЛЬНИКИ

				§ 7. Треугольник и его виды

				Одной из основных геометрических фигур является треугольник. На рисунке 7.1 изображены различные треугольники. Попробуйте самостоятельно определить, какая фигура называется треугольни-ком. Чем отличаются треугольники, изображенные на рисунке 7.1? 

				Треугольником называется фигура, образованная тремя точка-ми, не принадлежащими одной прямой, и тремя отрезками, попар-но соединяющими эти точки. Точки называются вершинами тре-угольника, а отрезки — сторонами треугольника

				Треугольник обозначается указанием его вершин. Например, треугольник АВС.

				Углом треугольника называется угол, вершиной которого является вершина треугольника, а его стороны содержат стороны треугольника.

				Треугольник называется остроугольным, если у него все углы острые (рис. 7.1, а).

				Треугольник называется прямоугольным, если у него есть пря-мой угол (рис. 7.1, б).

				Треугольник называется тупоугольным, если у него есть тупой угол (рис. 7.1, в).

				Среди основных элементов треугольника, кроме вершин, сторон и углов, выделяют следующие: 

				медиана треугольника — отрезок, соединяющий вершину тре-угольника с серединой противоположной стороны (рис. 7.2, а);

				биссектриса треугольника — отрезок биссектрисы угла тре-угольника, соединяющий вершину с точкой противоположной сто-роны (рис. 7.2, б); 

				
					
						
							Рис. 7.1
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				высота треугольника — отрезок, соединяющий вершину тре-угольника с точкой противоположной стороны или ее продолжения и перпендикулярный этой стороне (рис. 7.2, в, г, д).

				Периметром треугольника называется сумма длин его сторон.

				Средней линией треугольника называется отрезок, соединяю-щий середины двух его сторон (рис. 7.2, е).

				Два треугольника называются равными, если стороны одно-го соответственно равны сторонам другого, и углы, заключенные между соответственно равными сторонами, равны.

				Таким образом, если в треугольниках АВС и А1В1С1 выполняют-ся равенства: АВ = А1В1, ВС = В1С1, АС = А1С1; ∠A = ∠A1, ∠B = ∠B1,∠C =∠C1, то эти треугольники равны и их равенство обозначают: ∆ABC = ∆A1B1C1 (рис. 7.3).
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					Самостоятельно запишите равенства, которые выполняются для равных треугольников ABC и DEF.

				Отметим, что понятие равенства можно определить не только для треугольников, но и для других фигур. Две фигуры равны, если они имеют одинаковую форму и размеры. Определение ра-венства фигур основывается на понятии движения, которое будет рассмотрено в 9 классе. Две фигуры называются равными, если одну из них можно перевести движением в другую. 

				1.	Какая фигура называется треугольником? 

				2.	Как обозначается треугольник?

				3.	Что называется медианой треугольника?

				4.	Что называется биссектрисой треугольника?

				5.	Что называется высотой треугольника?

				6.	Что называется периметром треугольника?

				7.	Какие треугольники называются равными?

				8.	Какой треугольник называется: а) остроугольным; б) прямоугольным; в) тупоугольным?

				А

				7.1.	Перечислите все треугольники, изображенные на рисунке 7.4.

				7.2.	На рисунке 7.5 укажите равные треугольники.

				7.3.	Могут ли быть равны: а) остроугольный и прямоугольный тре-угольники; б) остроугольный и тупоугольный треугольники; в) прямоугольный и тупоугольный треугольники?

				7.4.	Сколько у треугольника: а) медиан; б) биссектрис; в) высот?

				7.5.	Может ли проходить вне треугольника его: а) медиана; б) бис-сектриса; в) высота?
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				В

				 7.6.	На клетчатой бумаге нарисуйте треугольники, стороны кото-рых равны отрезкам, изображенным на рисунке 7.6.

				  7.7.	Треугольники АВС и EFG равны. Известно, что АВ = 5 см, ВС = 6 см, АС = 7 см. Найдите стороны треугольника EFG.

				 7.8.	Треугольники АВС и EFG равны. Известно, что А = 40°, В = 60°, С = 80°. Найдите углы треугольника EFG.

				 7.9.	Треугольники АВС, PQR и XYZ равны. Известно, что АВ = 5 см, QR = 6 см, XZ = 7 см. Найдите остальные стороны каждого треугольника.

				7.10.	На клетчатой бумаге нарисуйте треугольник ABC (рис. 7.7) и изобразите его медианы.

				7.11.	На клетчатой бумаге нарисуйте треугольник ABC (рис. 7.8) и изобразите его биссектрису: а) CD; б) AD.
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				7.12.	На клетчатой бумаге нарисуйте треугольник ABC (рис. 7.9) и изобразите его высоту: а) CD; б) AD.

				7.13.	На клетчатой бумаге нарисуйте: а) остроугольный треугольник ABC; б) прямоугольный треугольник ABC; в) тупоугольный треугольник ABC, как показано на рисунке 7.10. Проведите из вершины C медиану, биссектрису и высоту.

				7.14.	Сторона АВ треугольника АВС равна 17 см. Сторона АС вдвое больше стороны АВ, сторона ВС на 10 см меньше стороны АС. Найдите периметр треугольника АВС.

				7.15.	Периметр треугольника равен 48 см, одна из сторон равна 18 см. Найдите две другие стороны, если их разность равна 10 см.

				7.16.	Периметр треугольника равен 54 см. Найдите его стороны, если они относятся как 2:3:4.

				7.17.	По периметру садового участка в форме треугольника нужно посадить кусты смородины на расстояние 2 м друг от друга. Сколько всего кустов можно посадить, если длины сторон участка равны 16 м, 24 м и 20 м?

				С

				7.18.	Сколько треугольников изображено на рисунке 7.11?

				
					
						
						

					

					
						
						

					

					
						
						

					

					
						
							Рис. 7.10
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							Рис. 7.9

						

					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						
							а)

						

					

					
						
							б)

						

					

				

			

		

		
			[image: ]
		

		
			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

		

		
			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

		

		
			
				43

			

		

		
			
				
					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

				

			

		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

	
		
			
				7.19.	Докажите, что если прямая пересекает одну сторону треуголь-ника и не проходит через его вершины, то она пересекает и одну из двух других его сторон.

				§ 8. Первый признак равенства треугольников

				Для установления равенства треугольников оказывается необя-зательно проверять равенство всех пар сторон и углов, а достаточно проверить равенство только некоторых из них. Соответствующие теоремы называются признаками равенства треугольников.

				Используя линейку и транспортир, изобразите какой-нибудь треугольник ABC, для которого AB = 5 см, AC = 4 см, угол A равен 60°. Сравните этот треугольник с треугольником, нарисованным ва-шим одноклассником. 

					Как вы думаете, равны ли эти треугольники? 

				Оказывается, да. Имеет место следующий признак равенства треугольников.

				Теорема (Первый признак равенства треугольников). Если две стороны и угол между ними одного треугольника соответ-ственно равны двум сторонам и углу между ними другого тре-угольника, то такие треугольники равны.

				Доказательство. Пусть ABC и A1B1C1 — два треугольника, у ко-торых AB = A1B1, AC = A1C1, A = A1 (рис. 8.1). 

				Отложим треугольник ABC от луча A1B1 в полуплоскости, опре-деляемой вершиной С1. При этом вершина A совместится с верши-ной A1. В силу равенства сторон AB и A1B1, вершина B совместится с вершиной B1. В силу равенства углов A и A1, сторона AC пойдет по 
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							Подготовьтесь к овладению новыми знаниями

						

					

					
						
							7.20.	Сторона и прилежащий к ней угол одного треугольника соот-ветственно равны стороне и прилежащему к ней углу другого треугольника. Будут ли эти треугольники равны? Приведите пример.

						

					

				

				
					
						
							Рис. 7.11
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				8.3.	На рисунке 8.3 KL = NM = 4 см, угол 1 равен углу 2, KM = 3 см. Найдите LN.

				8.4.	Равны ли треугольники ABH и CBH, изображенные на рисунке 8.4, если BH⊥AC и AH = CH?

				8.5.	На рисунке 8.4 BH перпендикулярна AC и AH = CH = 2 см, AB = 5 см. Найдите BC.

				8.6.	На рисунке 8.5 отмечены равные отрезки и равные углы АВС и DBE. Выпишите равные треугольники.

				8.7.	На рисунке 8.6 точка P — середина отрезков EF и GH. Есть ли на этом рисунке равные треугольники?

				В

				8.8.	На рисунке 8.7 АВ = АС, АЕ = АD. Докажите, что BD = CE.
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				 8.9.	На рисунке 8.7 АЕ = АD = 2 см, BE = CD = 3 см, BD = 4 см. Найдите CE.

				8.10.	На рисунке 8.8 АВ = AD и угол BAC равен углу DAC. Дока-жите, что BC = DC. 

				8.11.	На сторонах угла АОВ отложены равные отрезки ОС и ОD (рис. 8.9). Произвольная точка E биссектрисы этого угла соединена с точками С и D. Докажите, что ЕС = ЕD.

				8.12.	На рисунке 8.10 АО = ОВ и DO = OC. Докажите равенство отрезков AD и ВС.

				8.13.	На рисунке 8.11 угол A равен углу B, AD = BC. Докажите, что AC = BD.

				8.14.	Три деревни А, В, С расположены так, что деревня В нахо-дится в 15 км к югу от А, а деревня С — в 7 км к северо-вос-току от В. Три другие деревни M, N и K расположены так, что деревня N находится в 15 км к западу от М, а деревня К — в 7 км к северо-западу от М. Сравните расстояния между деревнями А, С и N, К.

				С

				8.15.	Докажите, что в равных треугольниках равны соответствую-щие медианы.

				8.16.	На рисунке 8.12 точки A, B, C принадлежат одной прямой. Точки D1 и D2 лежат по разные стороны от этой прямой. До-
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							Рис. 8.9

						

					

					
						
							Рис. 8.10
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				кажите, что если треугольники ABD1 и ABD2 равны, то тре-угольники BCD1 и BCD2 тоже равны. 

				8.17.	Чтобы измерить на местности расстояние между двумя точ-ками А и В, между которыми нельзя пройти по прямой (рис. 8.13), выбирают какую-нибудь точку С, для которой мож-но измерить расстояния АС и ВС, и откладывают отрезки CD = AC и СЕ = ВС. Тогда расстояние между точками Е и D будет равно искомому расстоянию. Объясните, почему.

				8.18.	Верно ли, что если две стороны и угол одного треугольника соответственно равны двум сторонам и углу другого треуголь-ника, то такие треугольники равны?

				§ 9. Второй признак равенства треугольников

				Используя линейку и транспортир, изобразите какой-нибудь треугольник ABC, для которого AB = 5 см, угол A равен 60°, угол B равен 45°. Сравните этот треугольник с треугольником, нарисован-ным вашим одноклассником. 

					Как вы думаете, равны ли эти треугольники?

				Оказывается, да. Имеет место следующий признак равенства треугольников.

				Теорема (Второй признак равенства треугольников). Если сторона и два прилежащих к ней угла одного треугольника со-ответственно равны стороне и двум прилежащим к ней углам другого треугольника, то такие треугольники равны.
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							Подготовьтесь к овладению новыми знаниями

						

					

					
						
							8.19.	Два угла одного треугольника соответственно равны двум углам другого треугольника. Будут ли эти треугольники равны? При-ведите пример.

						

					

				

				
					
						
							Рис. 8.12

						

					

					
						
							Рис. 8.13
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				Доказательство. Пусть ABC и A1B1С1 два треугольника, у кото-рых AB = A1B1, ∠A = ∠A1, ∠B = ∠B1 (рис. 9.1). 

				Отложим треугольник ABC от луча A1B1 в полуплоскости, опре-деляемой вершиной С1. При этом вершина A совместится с верши-ной A1. В силу равенства сторон AB и A1B1, вершина B совместится с вершиной B1. В силу равенства углов A и A1, сторона AC пойдет по стороне A1C1, и в силу равенства углов В и В1, сторона ВС пойдет по стороне В1С1. Таким образом, треугольник АВС совместится с треугольником А1В1С1. Следовательно, эти треугольники равны. 

					Самостоятельно запишите равенства элементов треугольников ABC и DEF, участвующих во втором признаке равенства треугольников.

					

				Сформулируйте второй признак равенства треугольников.

				А

				9.1.	На рисунке 9.2 угол 1 равен углу 3, угол 2 равен углу 4. Будут ли треугольники CDA и ABC равны?

				9.2.	На рисунках 9.3, а, б угол 1 равен углу 2, угол 3 равен углу 4. Укажите равные отрезки.
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							Упражнения

						

					

				

				
					
						
							Рис. 9.1
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							Рис. 9.2
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				9.3.	На рисунках 9.4 отмечены равные отрезки и равные углы. Укажите на них равные треугольники.

				В

				9.4.	На рисунке 9.5 BC = CD, угол B равен углу D. Докажите, что AC = CE. 

				
					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						
							Рис. 9.3

						

					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						
							а)

						

					

					
						
							б)

						

					

				

				
					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						
							Рис. 9.5

						

					

					
						
							Рис. 9.6

						

					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

				

				
					
						
							Рис. 9.4

						

					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						
							а)

						

					

					
						
							б)

						

					

					
						
							в)

						

					

					
						
							г)

						

					

					
						
							д)

						

					

					
						
							е)

						

					

				

			

		

		
			[image: ]
		

		
			
				50

			

		

		
			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

		

		
			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

	
		
			
				 9.5.	На рисунке 9.6 угол 1 равен углу 2, угол 3 равен углу 4. До-кажите, что АB = AD. 

				 9.6.	На рисунке 9.7 угол DBC равен углу DAC, BO = AO. Докажите, что угол C равен углу D и AC = BD.

				 9.7.	На рисунке 9.8 изображена фигура, у которой AD = CF, угол ВAC равен углу EDF, угол 1 равен углу 2. Докажите, что тре-угольники АВС и DEF равны.

				 9.8.	На рисунке 9.9 отрезки АВ и CD пересекаются в точке О, ОВ = ОС и угол B равен углу C. Докажите равенство треуголь-ников АОС и DOB.

				 9.9.	На рисунке 9.10 отрезки АС и BD пересекаются в точке О, АО == ОС и угол A равен углу C. Докажите равенство треугольни-ков АОВ и COD.

				9.10.	На рисунке 9.11 лучи AD и ВС пересекаются в точке О, угол 1 равен углу 2, OC = OD. Докажите, что угол A равен углу B.
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				9.11.	На рисунке 9.12 BH перпендикулярна AC, DP перпендикуляр-на AC, AH = CP и угол BAC равен углу ACD. Найдите равные треугольники.

				9.12.	На рисунке 9.13 угол 1 равен углу 2, угол 3 равен углу 4. До-кажите, что треугольники АВС и CDA равны. Найдите АВ и ВС, если AD = 19 см, CD = 11 см.

				С

				9.13.	Докажите, что в равных треугольниках равны соответствую-щие биссектрисы.

				9.14.	На рисунке 9.14 треугольники АВС и А1В1С1 равны. Отрезки CD и C1D1 образуют со сторонами соответственно СВ и С1В1 равные углы. Докажите, что AD = A1D1.
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						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

				

				
					
						
							Рис. 9.14

						

					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						
							[image: ]
						

						
							[image: ]
						

					

					
						
							[image: ]
						

						
							[image: ]
						

					

					
						
							[image: ]
						

						
							[image: ]
						

					

					
						
							[image: ]
						

						
							[image: ]
						

					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

				

				
					
						
							Рис. 9.13

						

					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

				

			

		

		
			[image: ]
		

		
			
				52

			

		

		
			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

		

		
			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

	
		
			
				9.15.	На рисунке 9.15 угол DAB равен углу CBA, угол CAB равен углу DBA, СА = 13 см. Найдите DB.

				9.16.	В четырехугольнике ABCD угол DAB равен углу CBА, диа-гонали АС и BD образуют со стороной АВ равные углы (рис. 9.16), AD = 3 см, АС = 4 см, CD = 5 см. Найдите BD.

				9.17.	На рисунке 9.17 AE = AC, угол 1 равен углу 2, угол A равен 50°, угол B = 40°. Найдите угол D.

				9.18.	По рисунку 9.18 объясните, как можно найти расстояние от точки A до недоступной точки B, например дерева на острове. 
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							Подготовьтесь к овладению новыми знаниями

						

					

					
						
							9.19.	Изобразите треугольник, у которого две стороны равны. Из-мерьте с помощью транспортира углы, прилежащие к третьей стороне. Равны ли они?
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							Рис. 9.18
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				§ 10. Равнобедренные треугольники

				В зависимости от соотношений между сторонами треугольники подразделяются на: а) разносторонние; б) равнобедренные; в) рав-носторонние.

				Треугольник называется разносторонним, если у него стороны попарно не равны (рис. 10.1, а).

				Треугольник называется равнобедренным, если у него две сторо-ны равны (рис. 10.1, б). 

				Эти равные стороны называются боковыми сторонами, а третья сторона — основанием. 

				Треугольник называется равносторонним, если у него все сто-роны равны (рис. 10.1, в).

				Треугольник называется правильным, если у него все стороны равны и все углы равны (рис. 10.1, в).

				Теорема. В равнобедренном треугольнике углы при основа-нии равны.

				Доказательство. Пусть ABC — равнобедренный треугольник (AC = BC). Проведем биссектрису CD (рис. 10.2). 

				Треугольники ADC и BDC равны по первому признаку равенства треугольников (AC = BC, CD — общая сторона, ∠ACD = ∠BCD). Следовательно, ∠A = ∠B. 

				Из этой теоремы следует, что у равностороннего треугольни-ка все углы равны. Значит, равносторонний треугольник является правильным.

				
					
						
							Рис. 10.2

						

					

					
						
							Рис. 10.3
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				Используя линейку и транспортир, изобразите какой-нибудь треугольник ABC, для которого AB = 5 см, углы A и B равны 70°.

					Как вы думаете, будет ли этот треугольник равнобедренным? 

				Оказывается, да. Имеет место следующий признак равнобедрен-ного треугольника.

				Теорема (Признак равнобедренного треугольника). Если в тре-угольнике два угла равны, то он равнобедренный.

				Доказательство. Пусть в треугольнике АВС угол А равен углу В (рис. 10.3). 

				Воспользуемся вторым признаком равенства треугольников, примененным к треугольнику АВС и треугольнику ВАС, т. е. к тому же самому треугольнику, вершины в котором записаны в другом порядке. Имеем, сторона АВ равна стороне ВА, ∠A = ∠B, ∠B = ∠A. Следовательно, АС = ВС, т. е. треугольник АВС равно-бедренный. 

					Самостоятельно запишите равенства элементов треугольника DEF, участвующих в признаке равнобедренного треугольника.

				Изобразите какой-нибудь равнобедренный треугольник ABC (AC = BC), у которого AB = 4 см. Из вершины C проведите биссек-трису, медиану и высоту. 

					Верно ли, что все они совпадают? 

				Оказывается, да. Имеет место следующая теорема.

				Теорема. В равнобедренном треугольнике биссектриса, про-веденная к основанию, является одновременно медианой и вы-сотой.

				Доказательство. Пусть ABC — равнобедренный треугольник, AC = BC, CD — биссектриса (рис. 10.4). 

				Тогда треугольник ACD равен треугольнику BCD по первому при-знаку равенства треугольников (АС = ВС, СD — общая сторона, ∠ACD == ∠BCD). Следовательно, имеют место равенства AD = BD, ∠ADC = 
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				= ∠BDC. Первое из этих равенств означает, что CD является медианой данного треугольника, второе — CD является его высотой. 

				Таким образом, в равнобедренном треугольнике АВС один и тот же отрезок CD одновременно является биссектрисой, медианой и высотой, а также перпендикуляром к основанию, проходящим че-рез его середину.

				Так как каждое из этих свойств вполне определяет положение от-резка CD, то наличие одного из них влечет за собой все остальные. Например, высота, опущенная на основание равнобедренного тре-угольника, является одновременно биссектрисой угла при вершине, противолежащей основанию, медианой, проведенной к основанию, и перпендикуляром к основанию, проходящим через его середину.

				1.	Назовите виды треугольников в зависимости от соотношения между их сторонами.

				2.	Какой треугольник называется: а) разносторонним; б) равнобедрен-ным; в) равносторонним? 

				3.	Какие стороны называются боковыми, а какая — основанием равно-бедренного треугольника?

				4.	Что можно сказать об углах при основании равнобедренного треуголь-ника?

				5.	Сформулируйте признак равнобедренного треугольника.

				6.	Чем является биссектриса, проведенная к основанию равнобедренно-го треугольника?

				А

				10.1.	Назовите все равнобедренные треугольники (рис. 10.5).

				10.2.	Изобразите какой-нибудь равнобедренный треугольник, осно-ванием которого является отрезок AB, а вершина C находится в одном из узлов сетки (рис. 10.6).
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							Рис. 10.5
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				10.3.	Изобразите какой-нибудь равнобедренный треугольник, осно-ванием которого является отрезок AB, а вершина C находится в одном из узлов сетки (рис. 10.7).

				10.4.	Изобразите какой-нибудь равнобедренный прямоугольный треугольник, одной стороной которого является отрезок AB, а вершина C находится в одном из узлов сетки (риñ. 10.8).
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				В

				10.5.	Сколько всего равнобедренных треугольников изображено на каждом из рисунков 10.9? Назовите равные отрезки на каждом из этих рисунков.

				10.6.	На рисунке 10.10 AB = BC. Докажите, что угол 1 равен углу 2.

				10.7.	На рисунке 10.11 АВ = АС и угол 1 равен углу 2. Докажите, что угол 3 равен углу 4.

				10.8.	На рисунке 10.12 AB = BC, CD = DE. Докажите, что угол A равен углу E. 
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				 10.9.	На сторонах правильного треугольника АВС отложены равные отрезки AD, BE и CF. Точки D, E и F соединены отрезками (рис. 10.13). Докажите, что треугольник DEF правильный.

				10.10.	На продолжении сторон правильного треугольника АВС отло-жены равные отрезки AA1, BB1 и CC1 (рис. 10.14). Докажите, что треугольник A1B1C1 правильный.

				10.11.	Периметр равнобедренного треугольника равен 15,6 м. Найдите его стороны, если: а) основание меньше боковой стороны на 3 м; б) основание больше боковой стороны на 3 м.

				10.12.	Основание и боковая сторона равнобедренного треугольника относятся как 3:8. Найдите стороны этого треугольника, если его периметр равен 38 см.

				10.13.	В треугольнике CDE угол 1 равен углу 2 (рис. 10.15). Верно ли утверждение о том, что это равнобедренный треугольник?

				10.14.	В треугольнике FGH угол 1 равен углу 2 и равен углу 3 (рис. 10.16). Верно ли утверждение о том, что это треугольник: а) равнобедренный; б) равносторонний; в) правильный?

				10.15.	На рисунке 10.17 AD = AE, угол CAD равен углу BAE. Дока-жите, что BD = CE.
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				10.16.	На рисунке 10.18 CD = BD, угол 1 равен углу 2. Докажите, что угол ACB равен углу ABC.

				10.17.	На рисунке 10.19 угол 1 равен углу 2, угол 5 равен углу 6. Докажите, что угол 3 равен углу 4.

				10.18.	На рисунке 10.20 АВ = AD и DC = BC. Докажите, что угол ABC равен углу ADC.

				10.19.	На рисунке 10.21 DC = BC и угол B равен углу D. Докажите, что АВ = AD.

				10.20.	На рисунке 10.22 AB = BC, угол 1 равен углу 2. Докажите, что AD = CD. 
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				С

				10.21.	Докажите, что если биссектриса треугольника является и высотой, то треугольник равнобедренный.

				10.22.	Докажите, что медианы равнобедренного треугольника, про-веденные к его боковым сторонам, равны.

				10.23.	Докажите, что биссектрисы равнобедренного треугольника, проведенные к его боковым сторонам, равны.

				10.24.	В равнобедренном треугольнике АВС с основанием АС проведена медиана BD. Найдите ее длину, если периметр треугольника АВС равен 50 м, а периметр треугольника АВD равен 40 м.
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							Подготовьтесь к овладению новыми знаниями

						

					

					
						
							10.27.	Две стороны одного треугольника соответственно равны двум сторонам другого треугольника. Будут ли эти треугольники равны? Приведите пример.

						

					

				

				§ 11. Третий признак равенства треугольников

				Рассмотрим еще один признак равенства треугольников.

				Теорема (Третий признак равенства треугольников). Если три стороны одного треугольника соответственно равны трем сторонам другого треугольника, то такие треугольники равны.

				Доказательство. Пусть ABC и A1B1C1 — два треугольника, у ко-торых AB = A1B1, AC = A1C1, ВС = В1С1 (рис. 11.1). 
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							Подготовьте сообщение

						

					

					
						
							10.25.	Треугольник — одна из первых геометрических фигур, из-вестных ещe с глубокой древности.

							10.26.	Равнобедренные треугольники, содержащиеся в папирусе Ахмеса.
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				Покажем, что эти треугольники равны. Для этого отложим тре-угольник ABC от луча A1B1 так, чтобы вершина С перешла бы в точку С2, лежащую по другую сторону от точки С1 относительно прямой А1В1 (рис. 11.2).

				Тогда треугольник А1В1С2 будет равен треугольнику АВС. При этом луч С1С2 может лежать внутри угла А1С1В1, совпадать с одной из его сторон или лежать вне этого угла. Рассмотрим первый из этих случаев. 

					Самостоятельно рассмотрите случаи, когда луч С1С2 совпадает с одной из сторон угла А1С1В1 или лежит вне этого угла.

				Из равенства сторон A1С1 и A1С2 следует, что треугольник С1А1С2 равнобедренный, значит, ∠ A1C1C2 = ∠ A1C2C1. Аналогично, из ра-венства сторон В1С1 и В1С2 следует, что треугольник С1В1С2 равно-бедренный, значит, ∠В1C1C2 = ∠В1C2C1. Складывая равные углы, получаем, что угол С1 равен углу С2. Таким образом, треугольники А1В1С1, А1В1С2 равны (по первому признаку равенства треугольни-ков). Следовательно, равны и треугольники АВС и А1В1С1. 

					Самостоятельно запишите равенства элементов треугольников ABC и DEF, участвующих в третьем признаке равенства треугольников.

				Сформулируйте третий признак равенства треугольников.

				А

				11.1.	На рисунках 11.3 отмечены равные отрезки и равные углы. Укажите на них равные треугольники.
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				11.2.	На рисунке 11.4 AB = DC и BC = AD. Докажите, что угол B равен углу D.

				11.3.	На рисунке 11.5 AB = DC и BC = AD, угол BAC равен 31°, угол BCA равен 29°. Найдите угол ACD.

				11.4.	На рисунке 11.6 AB = BD и AC = CD, угол ABC равен 61°, угол ACB равен 59°. Найдите угол BCD.
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				В

				11.5.	На рисунке 11.7 АВ = AD и DC = BC. Докажите, что отрезок АС является биссектрисой угла BAD.

				11.6.	На рисунке 11.8 AD = BC и AC = BD. Докажите, что угол BAD равен углу ABC. 

				11.7.	На рисунке 11.9 AB = BC, AD = CD. Докажите, что угол 1 равен углу 2.

				11.8.	На рисунке 11.10 AO = OC, AD = CD. Докажите, что AB = BC. 

				11.9.	На рисунке 11.11 AB = BC, AD = CD. Докажите, что AO = OC.

				
					
						
							Рис. 11.7

						

					

					
						
							Рис. 11.8
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							[image: ]
						

						
							[image: ]
						

						
							[image: ]
						

						
							[image: ]
						

						
							[image: ]
						

						
							[image: ]
						

						
							[image: ]
						

						
							[image: ]
						

						
							[image: ]
						

						
							[image: ]
						

						
							[image: ]
						

						
							[image: ]
						

						
							[image: ]
						

						
							[image: ]
						

						
							[image: ]
						

						
							[image: ]
						

						
							[image: ]
						

						
							[image: ]
						

						
							[image: ]
						

					

				

				
					
						
							Рис. 11.9
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				11.10.	На рисунке 11.12 треугольники АВС и CDA равны, причем точки B и D лежат по разные стороны от прямой АC. Дока-жите, что треугольники BCD и DAB равны. 

				11.11.	На рисунке 11.13 AD = CF, AB = FE, BC = ED. Докажите, что угол 1 равен углу 2.

				11.12.	Точки A, B, C, D принадлежат одной прямой. Докажите, что если треугольники ABE1 и ABE2 равны (рис. 11.14), то тре-угольники CDE1 и CDE2 тоже равны.

				11.13.	На рисунке 11.15 АВ = CD, AD = BC, ВЕ — биссектриса угла АВС, а DF — биссектриса угла ADC. Докажите, что ∆ABE = ∆CDF.

				11.14.	Докажите, что треугольники ABC и A1B1C1 равны, если у них равны стороны AB и A1B1, AC и A1C1, медианы CM и C1M1 (рис. 11.16).
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							Рис. 11.11
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							Рис. 11.14
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				11.15.	На местности потребовалось разделить угол пополам (угол АВС на рис. 11.17). Для этого на его сторонах от вершины с помощью рулетки отложили равные отрезки ВA и ВC. Затем взяли ленту с обозначенной серединой (точкой О) и закрепили ее концы в точках A и C. Натянув ленту за середину, отме-тили положение точки О на местности, тогда луч ВО делит угол АВС пополам. Обоснуйте правильность построения.

				С

				11.16.	Докажите, что если в треугольниках ABC и A1B1C1 AC = A1C1, BC = B1C1, медиана СM равна медиане С1M1 (рис. 11.18), то треугольники ABC и A1B1C1 равны.

				11.17.	На рисунке 11.19 АВ = CD и AD = BC. Докажите, что углы BAC и DCA равны.

				
					
						
							Рис. 11.17
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							Рис. 11.16
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							Рис. 11.18
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				11.18.	На рисунке 11.19 AB = CD и угол BAC равен углу DCA. До-кажите, что углы DAC и BCA равны.

				11.19.	На рисунке 11.19 угол ABD равен углу CDB и угол ADB ра-вен углу CBD. Докажите, что углы BAD и DCB равны.

				11.20.	На рисунке 11.20 АD = BC и AC = BD. Докажите, что углы ADC и BCD равны.

				11.21.	На рисунке 11.20 АO = BO и CO = DO. Докажите, что углы DAC и CBD равны.

				11.22.	На рисунке 11.20 угол BAC равен углу ABD и угол BAD ра-вен углу ABC. Докажите, что AD = BC.

				11.23.	На рисунке 11.21 AB = CB и AD = CD. Докажите, что углы BAD и BCD равны.

				11.24.	На рисунке 11.21 AD = CD и угол ADB равен углу CDB. До-кажите, что AB = BC.

				11.25.	На рисунке 11.21 угол ADB равен углу CDB и AC перпенди-кулярна BD. Докажите, что AD = CD.

				11.26.	На рисунке 11.22 AB = CB и AD = CD. Докажите, что углы ADB и CDB равны.

				11.27.	На рисунке 11.22 AD = CD и угол ADB равен углу CDB. До-кажите, что углы BAD и BCD равны.

				11.28.	На рисунке 11.22 угол ADB равен углу CDB и AC перпенди-кулярна BD. Докажите, что AD = CD.
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							Рис. 11.20
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							11.29.	В треугольнике АВС угол А больше угла В. Какая из сторон больше, АС или ВС?
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							Рис. 11.22
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				§ 12. Соотношения между сторонами и углами треугольника

				В треугольнике ABC продолжим одну из его сторон, например, AC, и рассмотрим угол BCD, смежный с углом C данного треуголь-ника (рис. 12.1). 

				Такой угол называют внешним углом треугольника, а углы само-го треугольника называют внутренними углами треугольника. 

				При каждой вершине треугольника, продолжая стороны тре-угольника, можно построить по два внешних угла. Эти два угла равны, как вертикальные.

				Установим соотношения между внутренними и внешними угла-ми треугольника.

				Теорема. Внешний угол треугольника больше каждого его внутреннего угла, не смежного с ним.

				Доказательство. Пусть АВС — произвольный треугольник. Рас-смотрим, например, внешний угол ВСD и докажем, что он больше внутреннего угла АВС (рис. 12.2). 

				Для этого через вершину А и середину Е стороны ВС треугольника проведем прямую и отложим на ней отрезок EF, равный АЕ. Треуголь-ники АВЕ и FCЕ равны по первому признаку равенства треугольников (ВЕ = СE, AE = FE, ∠AEB = ∠FEC). Следовательно, ∠ABC = ∠BCF. Но вершина F лежит внутри угла BCD. Поэтому угол BCF составляет только часть угла BCD. Значит, ∠BCD > ∠ABC. 

					Докажите самостоятельно ∠BCD > ∠BAC по аналогии доказательства ∠BCD > ∠ABC.

				Установим соотношения между сторонами и углами треугольника.

				Теорема. В произвольном треугольнике против большей сто-роны лежит больший угол.

				Доказательство. Пусть в треугольнике АВС сторона АВ больше стороны АС. Докажем, что угол С больше угла В. Для этого отло-жим на луче АВ отрезок AD, равный стороне АС (рис. 12.3).
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							Рис. 12.1

						

					

					
						
							Рис. 12.2
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				Треугольник АСD — равнобедренный с основанием CD. Следова-тельно, ∠1 = ∠2. Угол 1 составляет часть угла С. Поэтому ∠1 < ∠C. С другой стороны, угол 2 является внешним углом треуголь-ника ВСD. Поэтому ∠2 > ∠B. Следовательно, имеем ∠C > ∠1 = =∠2 > ∠B, т. е. ∠C > ∠B. 

				Теорема. В произвольном треугольнике против большего угла лежит бóльшая сторона.

				Доказательство. Пусть в треугольнике АВС угол С больше угла В (рис. 12.4). Стороны АВ и АС не могут быть равны, так как в этом случае треугольник АВС был бы равнобедренным с основанием BC, следовательно, угол С равнялся бы углу В. Сторона АВ не может быть меньше стороны АС, так как в этом случае, по доказанному, угол С был бы меньше угла В. Остается только то, что сторона АВ больше стороны АС. 

				1.	Какой угол называется внешним углом треугольника?

				2.	Сколько внешних углов имеется при каждой вершине треугольника?

				3.	Какое неравенство имеет место для внешнего угла треугольника?

				4.	Какой угол лежит против большей стороны треугольника?

				5.	Какая сторона лежит против большего угла треугольника?

				А

				12.1.	Может ли внешний угол треугольника быть больше: а) одного внутреннего угла; б) двух внутренних углов; в) трех внутрен-них углов этого треугольника? Приведите примеры.

				12.2.	Может ли внешний угол треугольника быть: а) равен одному из его внутренних углов; б) меньше одного из его внутренних углов? 

				12.3.	Если один из внешних углов треугольника острый, то какими являются его остальные внешние углы?

				12.4.	Может ли в треугольнике быть два: а) острых; б) тупых; в) прямых внешних угла?
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							Рис. 12.3

						

					

					
						
							Рис. 12.4
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				 12.5.	В треугольнике ABC сторона AB наибольшая. Каким может быть угол C?

				 12.6.	Сравните углы треугольника ABC, если AB = 7 см, BC = 10 см и AC = 5 см.

				 12.7.	Известно, что в треугольнике ABC BC > AC > AB. Какой из углов больше: а) B или A; б) C или A; в) B или С?

				 12.8.	На рисунке 12.5 DE < DF. Каким соотношением связаны углы 1 и 2?

				 12.9.	Сравните стороны треугольника АВС, если: а) ∠A > ∠B > ∠C; б) ∠A > ∠B = ∠C.

				В

				12.10.	Докажите, что в треугольнике может быть только один: а) прямой угол; б) тупой угол.

				12.11.	На рисунке 12.6 AB > BC. Докажите, что угол 1 больше угла 2. 

				12.12.	На рисунке 12.7 угол 1 равен углу 2, AC > BD. Докажите, что угол 3 меньше угла 4. 

				12.13.	Вершины треугольника ABC соединены отрезками с точ-кой D, лежащей внутри этого треугольника, AC > AB, CD = = BD (рис. 12.8). Докажите, что угол ACD меньше угла ABD.

				12.14.	Отрезки AE и BD пересекаются в точке C, AB > BC, CD = DE (рис. 12.9). Докажите, что угол BAC меньше угла DEC.

				
					
						
							Рис. 12.7

						

					

					
						
							Рис. 12.8
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							Рис. 12.5
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				12.15	На рисунке 12.10 угол 1 меньше угла 2. Каким соотношением связаны стороны AB и BC треугольника ABC?

				12.16.	На рисунке 12.11 угол 1 больше угла 2. Докажите, что AB > BC.

				С

				12.17.	На рисунке 12.12 угол 1 равен углу 2, угол 3 меньше угла 4. Докажите, что AC > BD. 

				12.18.	Вершины треугольника ABC соединены отрезками с точкой D, лежащей внутри этого треугольника, CD = BD, угол ACD меньше угла ABD (рис. 12.13). Докажите, что AC > AB.

				12.19.	Отрезки AE и BD пересекаются в точке C, CD = DE, угол BAC меньше угла DEC (рис. 12.14). Докажите, что AB > BC. 
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							Рис. 12.9
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				12.20.	В треугольнике ABC выполняется неравенство AC > BC, CD — медиана (рис. 12.15). Докажите, что угол BCD больше угла ACD.
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							Подготовьтесь к овладению новыми знаниями

						

					

					
						
							12.21.	Изобразите треугольник, у которого две стороны равны 3 см и 4 см, а угол между ними равен 90°.

						

					

				

				§ 13. Прямоугольные треугольники

				Напомним, что треугольник называется прямоугольным, если у него есть прямой угол (рис. 13.1).

				Сторона прямоугольного треугольника, противолежащая пря-мому углу, называется гипотенузой, две другие стороны называ-ются катетами.

				На рисунке 13.1 ∠C = 90°, AB — гипотенуза, AC и BC — катеты прямоугольного треугольника ABC.

				Так как внешний угол треугольника больше каждого внутрен-него угла, не смежного с ним, то в прямоугольном треугольнике один угол прямой, два других острые. 

				Признаки равенства треугольников, примененные к прямоуголь-ным треугольникам, дают следующие признаки равенства прямо-угольных треугольников.

				Признак 1. Если катеты одного прямоугольного треугольни-ка соответственно равны катетам другого прямоугольного тре-угольника, то такие треугольники равны (рис. 13.2).
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				Признак 2. Если катет и прилежащий к нему острый угол одного прямоугольного треугольника соответственно равны кате-ту и прилежащему к нему острому углу другого прямоугольного треугольника, то такие треугольники равны (рис. 13.3).

					Проведите доказательство этих признаков самостоятельно.

				Рассмотрим еще два более сложных признаков прямоугольного треугольника.

				Признак 3. Если гипотенуза и катет одного прямоугольного треугольника соответственно равны гипотенузе и катету дру-гого прямоугольного треугольника, то такие треугольники равны.

				Доказательство аналогично доказательству третьего признака равенства треугольников. Пусть АВС и А1В1С1 — два прямоуголь-ных треугольника, в которых углы C и C1 прямые, АВ = А1В1 и АС = А1С1 (рис. 13.4, а). 

				Отложим треугольник ABC от луча A1C1 так, чтобы вершина A совместилась с вершиной A1, а вершина B перешла бы в точку B2, лежащую по другую сторону от точки B1 относительно прямой А1C1 (рис. 13.4, б).
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				Тогда треугольник А1B2C1 будет равен треугольнику АВС. Так как углы А1C1B1 и А1C1B2 — прямые, то точки С1, В1 и B2 принад-лежат одной прямой. Из равенства сторон A1B1 и A1B2 следует, что треугольник B1А1B2 равнобедренный. Воспользуемся тем, что вы-сота, опущенная на основание равнобедренного треугольника, яв-ляется биссектрисой. Получим, что А1C1 — биссектриса, значит, равны углы С1А1В1 и С1А1В2. Таким образом, треугольники А1В1С1 и А1В2С1 равны по первому признаку равенства треугольников. Сле-довательно, равны и треугольники АВС и А1В1С1. 

				Признак 4. Если гипотенуза и острый угол одного прямоуголь-ного треугольника соответственно равны гипотенузе и острому углу другого прямоугольного треугольника, то такие треугольники равны.

				Для доказательства этого признака используем метод “от про-тивного”. Предполагая доказываемое утверждение неверным, при-ходим к противоречию. 

				Доказательство. Пусть АВС и А1В1С1 — два прямоугольныхтреугольника, в которых углы C и C1 прямые, АВ = A1Â1 и ∠A = ∠A1 (рис. 13.4, а). Для доказательства равенства этих тре-угольников достаточно доказать равенство катетов AC и A1C1, по-скольку в этом случае треугольники будут равны по гипотенузе и катету. Предположим противное, т. е. что катеты AC и A1C1 не равны. Отложим на луче AC отрезок AC2, равный A1C1. Треуголь-ник ABC2 равен треугольнику A1B1C1 по первому признаку. Следо-вательно, угол BC2 A прямой. Но тогда в треугольнике BCC2 будут два прямых угла, что невозможно. Полученное противоречие по-казывает, что неверным было наше предположение о неравенстве катетов AC и A1C1. Значит, катеты равны и, следовательно, равны данные треугольники. 

				1.	Какой треугольник называется прямоугольным? 

				2.	Что называется гипотенузой и катетами прямоугольного треуголь-ника?

				3.	Сформулируйте признаки равенства прямоугольных треугольников.

				А

				13.1. Изобразите какой-нибудь прямоугольный треугольник, кате-том которого является отрезок AC, а вершина B находится в одном из узлов сетки (рис. 13.5).
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				13.2. Изобразите какой-нибудь прямоугольный треугольник, гипо-тенузой которого является отрезок AB, а вершина C находит-ся в одном из узлов сетки (рис. 13.6).

				13.3.	На рисунке 13.7 укажите равные прямоугольные треуголь-ники.

				13.4.	Может ли прямоугольный треугольник быть: а) равнобед-ренным; б) равносторонним?

				13.5.	Может ли прямоугольный треугольник иметь стороны 4 см, 5 см, 5 см?

				13.6.	Может ли прямоугольный треугольник иметь катеты 11 см и 111 см?

				
					
						
						

					

					
						
						

					

					
						
							Рис. 13.6
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				13.7.	Стороны прямоугольного треугольника равны 3 см, 4 см, 5 см. Чему равна гипотенуза?

				В

				13.8. Докажите, что в прямоугольном треугольнике имеется два острых угла.

				13.9.	Докажите, что гипотенуза прямоугольного треугольника больше его катетов.

				13.10.	В равнобедренном треугольнике ABC (AC = BC) CD — высо-та. Докажите, что треугольники ACD и BCD равны.

				13.11.	Докажите, что если две высоты треугольника равны, то этот треугольник равнобедренный. 

				С

				13.12.	Используя метод доказательства “от противного”, докажите, что если катет и противолежащий ему острый угол одного прямоугольного треугольника соответственно равны катету и противолежащему углу другого прямоугольного треуголь-ника, то такие треугольники равны.

				13.13.	Докажите, что в равных треугольниках равны соответствую-щие высоты.

				13.14.	Укажите способ нахождения расстояния от берега (речь идет о конкретной точке на берегу) до корабля, находящегося не-далеко в море (рис. 13.8, а). Используйте рисунок 13.8, б.
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							Подготовьте сообщение

						

					

					
						
							13.15.	Прямоугольные треугольники, содержащиеся в папирусе Ахмеса. 

							13.16.	Теорема Фалеса о равенстве двух треугольников, имеющих равные стороны и два прилежащих к нему угла.
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				Проверь себя!

				 1.	В каком треугольнике любая его высота делит треугольник на два равных треугольника:

				A. Равнобедренном.	

				B. Произвольном.

				C. Равностороннем.

				D. Такого треугольника не существует?

				 2.	Медиана, проведенная к одной из сторон треугольника, перпен-дикулярна ей. Определите вид данного треугольника:

				A. Прямоугольный.	B. Разносторонний.

				C. Равнобедренный.	D. Нельзя определить.

				 3.	Дан треугольник ABC, у которого AB = BC = CA. ÑD — его бис-сектриса, AD = 3 см. Найдите периметр треугольника ABC:

				A. 3 см.	B. 6 см.	C. 9 см.	D. 18 см.

				 4.	Высота, проведенная к одной из сторон треугольника, делит ее пополам. Определите вид данного треугольника:

				A. Прямоугольный.	B. Разносторонний.

				C. Равнобедренный.	D. Нельзя определить.

				 5.	Дан треугольник ABC, у которого AB = BC = CA. BH — его вы-сота. Периметр данного треугольника равен 42 см. Найдите AH:

				A. 7 см.	B. 14 см.	C. 21 см.	D. 35 см.

				 6.	Периметр треугольника равен 60 см. Его стороны относятся как 3:4:5. Найдите их:

				A. 9 см, 12 см, 15 см.	B. 12 см, 16 см, 20 см.

				C. 10 см, 20 см, 30 см.	D. 15 см, 20 см, 25 см.

				 7.	Биссектриса, проведенная к одной из сторон треугольника, де-лит ее пополам. Определите вид данного треугольника:

				A. Прямоугольный.	B. Разносторонний.

				C. Равнобедренный.	D. Нельзя определить.

				 8.	Периметр равнобедренного треугольника равен 32 см. Биссек-триса угла, противолежащего основанию, делит треугольник на два треугольника, периметры которых равны по 24 см. Найди-те эту биссектрису:

				A. 6 см.	B. 8 см.	C. 12 см.	D. 16 см.

				 9.	Два отрезка EF и GH в точке пересечения делятся пополам. Найдите отрезок GF, если EH = 10 см:

				A. 5 см.	B. 10 см.	C. 15 см.	D. 20 см.

				10.	Для установления равенства двух равносторонних треугольни-ков достаточно проверить равенство некоторых элементов. Ка-ких именно:

				A. Одной стороны.	

				B. Одного угла.
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				C. Одной стороны и одного угла.	

				D. Двух сторон?

				11.	В двух прямоугольных треугольниках равно по одному острому углу. Равенство каких еще их элементов достаточно проверить для того, чтобы установить равенство самих треугольников:

				A. Второго острого угла. 

				B. Прилежащего катета.	

				C. Гипотенузы и второго острого угла.

				D. Катета и второго острого угла?

				12.	Основание равнобедренного треугольника равно 8 см. Медиана, проведенная из вершины угла при основании, делит его периметр на две части, из которых одна больше другой на 2 см. Найдите боковую сторону треугольника:

				A. 4 см.	B. 8 см.	C. 10 см.	D. 12 см.

				13.	Известно, что треугольник имеет один внешний прямой угол. Определите вид треугольника:

				A. Прямоугольный.	B. Остроугольный.

				C. Тупоугольный.	D. Нельзя определить.

				14.	Известно, что треугольник имеет один внешний острый угол. Определите вид треугольника:

				A. Прямоугольный.	B. Остроугольный.

				C. Тупоугольный.	D. Нельзя определить.

				15.	Определите вид треугольника, если один его внешний угол ра-вен внутреннему углу:

				A. Равносторонний.	B. Тупоугольный.

				C. Прямоугольный.	D. Остроугольный.

				16.	Сравните углы треугольника ABC, если AB = 5 см, AC = 7 см, BC = 6 см:

				A. ∠A > ∠B > ∠C.	B. ∠A > ∠C > ∠B.

				C. ∠C > ∠A > ∠B.	D. ∠B > ∠A > ∠C.

				17.	Сравнитå углы треугольника DEF, если DE = DF = 12 см, EF = 5 см:

				A. ∠D < ∠E = ∠F. B. ∠D > ∠E > ∠F.

				C. ∠D > ∠E = ∠F. 	D. ∠D < ∠F < ∠E.

				18.	Сравните стороны треугольника ABC, еñëè ∠A < ∠B < ∠C:

				A. AÂ < ÀÑ < ÂÑ.	B. AÂ < ÂÑ < ÀÑ.

				C. AÂ > ÀÑ > ÂÑ.	D. AÂ > ÂÑ > ÀÑ.

				19. Сравните стороны треугольника DEF, еñëè ∠D > ∠E > ∠F:

				A. DÅ > DF > EF.	B. DF > DÅ > EF.

				C. DF > EF > DÅ.	D. EF > DF > DÅ.

				20.	Сравните стороны треугольника ABC, еñëè ∠À < ∠Â = ∠Ñ:

				A. ÀÂ < ÀÑ = ÂÑ.	B. ÂÑ < ÀÂ = ÀÑ.

				C. ÀÑ > ÂÑ = ÀÂ.	D. ÀÂ > ÂÑ = ÀÑ.

			

		

		
			[image: ]
		

		
			
				78

			

		

		
			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

		

		
			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

	
		
			[image: ]
		

		
			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

		

		
			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

		

		
			
				79

			

		

		
			
				
					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

				

			

		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			
				ВЗАИМНОЕ РАСПОЛОЖЕНИЕ ПРЯМЫХ

				§ 14. Перпендикуляр и наклонная

				Рассмотрим прямую b и не принадлежащую ей точку A. Пусть прямая проходит через точку A и перпендикулярна прямой b, B — точка пересечения прямых этих прямых. Отрезок АВ называется перпендикуляром, опущенным из точки A на прямую b (рис. 14.1). Точка B называется основанием перпендикуляра. Длина перпенди-куляра называется расстоянием от точки A до прямой b.

				Теорема. Из любой точки, не принадлежащей данной пря-мой, можно опустить перпендикуляр на эту прямую, и притом только один.

				Доказательство. Пусть A — точка, не принадлежащая прямой b (рис. 14.2). 

				Выберем на этой прямой какие-нибудь точки B и C. Если угол ABC прямой, то AB искомый перпендикуляр. В противном случае от луча BC в полуплоскости, не содержащей точку A, отложим угол A1BC, равный углу ABC, и точку A1 выберем так, чтобы отрезки AB и A1B были равны. Соединим отрезком точки A и A1. Прямая BC содержит биссектрису угла ABA1. Обозначим D точку пересечения этой биссектрисы с отрезком AA1. В равнобедренном треугольнике ABA1с основанием AA1 биссектриса BD является высотой. Следова-тельно, AD является искомым перпендикуляром, опущенным из точки A на прямую b. 

				Докажем, что этот перпендикуляр единственен. Действительно, если бы существовало два перпендикуляра AD1 и AD2 (рис. 14.3), то 
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				в треугольнике AD1D2 было бы два прямых угла, а это невозможно в силу свойств прямоугольного треугольника. 
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					Самостоятельно объясните, почему черåз точку, принадлежащую пря-мой, можно провести единственную прямую, перпендикулярную дан-ной.

				Для произвольной точки С на прямой b, отличной от точки B, отрезок AС называется наклонной, проведенной из точки A к пря-мой b. Точка С называется основанием наклонной. Отрезок BС на-зывается проекцией наклонной на прямую b (рис. 14.4).

				Из соотношений между сторонами в прямоугольном треуголь-нике получаем следующую теорему.

				Теорема. Перпендикуляр, опущенный из данной точки на данную прямую, короче всякой наклонной, проведенной из этой точки к этой прямой. Иначе говоря, расстояние от точки до прямой является наименьшим из расстояний от этой точки до точек данной прямой.

				Доказательство. Пусть точка A не принадлежит прямой b, AB — перпендикуляр, AC — наклонная (рис. 14.4). Тогда в прямоуголь-ном треугольнике ABC сторона AB — катет, AC — гипотенуза. Сле-довательно, AB < AC. 

				1.	Что называется перпендикуляром, опущенным из данной точки на данную прямую? Что называется основанием перпендикуляра?

				2.	Что называется наклонной, проведенной из данной точки к данной прямой? Что называется: а) основанием наклонной; б) проекцией на-клонной?

				3.	Что называется расстоянием от точки до прямой?

				4.	Что больше, перпендикуляр или наклонная, проведенные из одной точки к данной прямой?
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				А

				 14.1.	Сколько перпендикуляров можно опустить из данной точки на данную прямую?

				 14.2.	Сколько наклонных заданной длины можно провести из дан-ной точки к данной прямой?

				 14.3.	Может ли медиана треугольника быть больше высоты, про-веденной из той же вершины треугольника?

				 14.4.	Может ли биссектриса треугольника быть больше высоты, проведенной из той же вершины треугольника?

				 14.5.	На клетчатой бумаге изобразите точки и прямые, как пока-зано на рисунке 14.5. Из точки C опустите перпендикуляр CD на прямую AB.

				В

				 14.6.	Чему равна проекция одной стороны равностороннего тре-угольника со стороной 1 на прямую, содержащую другую его сторону?

				 14.7.	Стороны равнобедренного треугольника равны 6, 8, 8. Чему равна проекция боковой стороны этого треугольника на пря-мую, содержащую основание?

				 14.8.	Стороны прямоугольного треугольника равны 3, 4, 5. Чему равна проекция гипотенузы на прямую, содержащую больший катет?

				 14.9.	Из точки А к прямой b проведены перпендикуляр АВ и наклонные АВ1, АВ2. Какая из двух наклонных меньше, если: а) В1 лежит между В и В2; б) В лежит между В1, В2 и ВВ1 < ВВ2?

				14.10.	Докажите, что две равные наклонные, проведенные из данной точки к данной прямой, имеют равные проекции (рис. 14.6).
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							Рис. 14.5
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							Упражнения
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				14.11.	Докажите, что если две наклонные, проведенные из данной точки к данной прямой, имеют равные проекции, то они равны (рис. 14.6).

				С

				14.12.	Докажите, что из двух наклонных, проведенных из данной точки к данной прямой, больше та, проекция которой больше (рис. 14.7).

				14.13.	Докажите, что из двух проекций наклонных, проведенных из данной точки к данной прямой, больше та, наклонная которой больше (рис. 14.7).

				14.14.	Докажите, что биссектриса треугольника не превосходит его медианы, проведенной из той же вершины. 

				§ 15. Параллельность прямых

				Напомним, что две прямые на плоскости называются парал-лельными, если они не пересекаются, т. е. не имеют общих точек.

				Параллельность прямых обозначается знаком ||. Так, если пря-мые a и b параллельны, то пишут: a || b.

				Пусть a и b — две прямые и c — пересекающая их третья пря-мая, называемая секущей. Обозначим углы, образованные этими прямыми, цифрами 1, ..., 8, как показано на рисунке 15.1.

				Углы 1 и 5, 4 и 8, 2 и 6, 3 и 7 называются сoответственными;

				углы 3 и 5, 4 и 6 называются внутренними накрест лежащими;

				углы 4 и 5, 3 и 6 называются внутренними односторонними.
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							Подготовьтесь к овладению новыми знаниями

						

					

					
						
							14.15.	Èçîáðàçèòå ïðÿìóþ b и точку А, ей не принадлежащую. Через точку А проведите прямую а, параллельную прямой b. Сколько таких прямых можно провести?
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					Параллельны ли прямые a и b на рисунке 15.1? 

					Как вы думаете, какими должны быть внутренние накрест лежащие углы, что- бы прямые были параллельными?

				Ответ на этот вопрос дает следующая теорема.

				Теорема (Признак параллельности двух прямых). Если при пересечении двух прямых третьей прямой внутренние накрест лежащие углы равны, то эти две прямые параллельны.

				Доказательство. Пусть прямые a и b пересекаются прямой с в точках А и В соответственно и образуют равные внутренние на-крест лежащие углы. Если бы прямые a и b пересекались в неко-торой точке C (рис. 15.2), то в треугольнике ABC внешний угол к углу A был бы равен внутреннему углу B.

				Это противоречит теореме о том, что внешний угол треугольни-ка больше каждого внутреннего угла, не смежного с ним. Значит, прямые а и b не могут пересекаться, т. е. они параллельны. 

				Следствие 1. Если при пересечении двух прямых третьей прямой соответственные углы равны, то эти две прямые параллельны.

				Следствие 2. Если при пересечении двух прямых третьей пря-мой внутренние односторонние углы составляют в сумме 180°, то эти две прямые параллельны.

				Следствие 3. Если две прямые перпендикулярны третьей пря-мой, то эти две прямые параллельны.
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				Действительно, в этих случаях внутренние накрест лежащие углы равны и поэтому прямые параллельны.

				Основное свойство (аксиома) параллельных прямых состоит в следующем:

				Из сказанного выше следует, что через точку, не принадлежа-щую данной прямой, проходит единственная прямая, параллель-ная данной. Поэтому справедлива следующая теорема, обратная к признаку параллельности двух прямых.

				Теорема. Если две параллельные прямые пересечены третьей прямой, то внутренние накрест лежащие углы равны.

				Доказательство. Пусть а и b — параллельные прямые, пересе-ченные прямой с в точках А и B соответственно (рис. 15.3). 

				Проведем через точку А прямую а1 так, чтобы внутренние на-крест лежащие углы, образованные прямыми а1, b и секущей с были равны. Тогда по признаку параллельности прямые а1 и b па-раллельны. Но так как через точку А проходит единственная пря-мая, параллельная b, то прямая а совпадет с прямой а1. Значит, внутренние накрест лежащие углы, образованные прямыми а, b и секущей с, равны. 

				Следствие 1. Если две параллельные прямые пересечены треть-ей прямой, то соответственные углы равны.

				Действительно, по доказанной теореме, если две параллельные прямые пересечены третьей прямой, то внутренние накрест лежа-щие углы равны. Из этого следует, что соответственные углы будут равны.

				Следствие 2. Если две параллельные прямые пересечены третьей прямой, то внутренние односторонние углы составляют в сумме 180°.

					Самостоятельно обоснуйте вывод этого следствия.
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				1.	Какая прямая называется секущей для двух данных прямых?

				2.	Сформулируйте признак параллельности двух прямых.

				3.	Сформулируйте аксиому параллельных прямых.

				4.	Сколько прямых, параллельных данной прямой, можно провести че-рез данную точку плоскости?

				А

				15.1.	При пересечении двух прямых третьей образуется 8 углов. Сколько из них окажутся тупыми?

				15.2.	Могут ли оба внутренних односторонних угла при пересечении двух прямых третьей быть тупыми?

				15.3.	Могут ли быть равны внутренние односторонние углы при пересечении двух прямых третьей?

				15.4.	Могут ли все углы, образованные при пересечении двух пря-мых третьей, быть равными между собой?

				15.5.	На клетчатой бумаге через точку C проведите прямую, парал-лельную прямой AB (рис. 15.4). 

				15.6. На рисунке 15.5 укажите пары параллельных прямых.

				15.7. Какие прямые на рисунке 15.6 параллельны? 
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				В

				 15.8.	В треугольнике АВС ∠A= 40°, ∠B = 70°. Через вершину В проведена прямая BD так, что луч ВС — биссектриса угла АВD (15.7). Докажите, что прямые АС и BD параллельны.

				 15.9.	Отрезки АВ и СD пересекаются в их общей середине O (рис. 15.8). Докажите, что прямые АС и ВD параллельны.

				15.10.	Найдите неизвестный угол, если АD || ВС (рис. 15.9).

				15.11.	Найдите углы, образованные при пересечении двух парал-лельных прямых секущей, если: а) один из углов равен 150°; б) один из углов на 70° больше другого.

				15.12.	Сумма двух внутренних накрест лежащих углов, образо-ванных параллельными прямыми и секущей, равна 150°. Найдите эти углы.

				15.13.	Разность двух внутренних односторонних углов, образован-ных параллельными прямыми и секущей, равна 30°. Найди-те эти углы.

				15.14.	Концы отрезка АВ лежат на параллельных прямых а и b. Прямая, проходящая через середину О этого отрезка, пере-секает прямые а и b в точках С и D. Докажите, что СО = ОD.

				15.15.	Докажите, что биссектрисы внутренних накрест лежащих углов, образованных двумя параллельными прямыми и се-кущей, параллельны, т. е. лежат на параллельных прямых.
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				С

				15.16. Докажите, что если некоторая прямая пересекает одну из двух параллельных прямых, то она пересекает и другую.

				15.17. Докажите, что две прямые, параллельные третьей, парал-лельны.

				15.18. На рисунке 15.10 стороны a и b одного угла соответственно параллельны сторонам c и d другого угла. Докажите, что эти углы равны.

				15.19. На рисунке 15.11 стороны a и b одного угла соответственно параллельны сторонам c и d другого угла. Докажите, что эти углы в сумме составляют 180°.

				§ 16. Сумма углов треугольника

				Изобразите какой-нибудь треугольник. С помощью транспорти-ра измерьте его углы и найдите их сумму. 

					Как вы думаете, равна ли эта сумма 180°?

				Сумма, которая у вас получилась, должна быть примерно рав-на 180°. Небольшие расхождения от этого значения объясняются неточностью измерения с помощью транспортира. На самом деле имеет место следующая теорема.

				Теорема. Сумма углов треугольника равна 180°.  

				Доказательство. Для произвольного треугольника АВС через вершину С проведем прямую, параллельную АВ (рис. 16.1). 
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							15.20.	Èçîáðàçèòå какой-нибудь треугольник. С помощью транспор-тира измерьте его углы и найдите их сумму.
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				Тогда ∠1 = ∠4, ∠2 = ∠5, как внутренние накрест лежащие углы. Следовательно, ∠1 + ∠2 + ∠3 = ∠4 + ∠5 + ∠3 = 180°. 

				Следствие. Сумма острых углов прямоугольного треугольника равна 90°.

					Обоснуйте это следствие самостоятельно.

				Теорема. Внешний угол треугольника равен сумме двух внут-ренних его углов, не смежных с ним.

				Доказательство. Обозначим внутренние углы треугольника ABC цифрами 1, 2 и 3 (рис. 16.2). 

				Пусть 4 — внешний угол, не смежный с углами 1 и 3. Тогда ∠1 + ∠2 + ∠3 = 180° и ∠4 = 180° — ∠2 = ∠1 + ∠3. 

				1.	Чему равна сумма углов треугольника?

				2.	Чему равна сумма острых углов прямоугольного треугольника?

				3.	Чему равен внешний угол треугольника?

				А

				16.1.	Чему равны углы равностороннего треугольника?

				16.2.	Чему равны острые углы равнобедренного прямоугольного треугольника?

				16.3.	В треугольнике ABC угол A равен 30°, угол B равен 90°. Найдите угол C.

				16.4.	Один острый угол прямоугольного треугольника на 32° больше другого. Найдите больший острый угол.

				16.5.	Один острый угол прямоугольного треугольника в два раза больше другого. Найдите меньший острый угол.

				16.6.	Два острых угла прямоугольного треугольника относятся как 2:3. Найдите больший острый угол.
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				 16.7.	В треугольнике ABC угол A равен 40°, AC = BC. Найдите угол C.

				 16.8.	В треугольнике ABC угол C равен 120°, AC = BC. Найдите угол A.

				 16.9.	Вычислите неизвестные углы на каждом из рисунков (рис. 16.3).

				В

				16.10.	Один из углов равнобедренного треугольника равен 98°. Найдите два других угла.

				16.11.	В равнобедренном треугольнике один угол на 90° меньше другого угла. Найдите больший угол.

				16.12.	Углы треугольника относятся как 1:2:3. Найдите меньший из них.

				16.13.	В треугольнике ABC угол С равен 64°, внешний угол при вершине B равен 104° (рис. 16.4). Найдите угол A.

				16.14.	В треугольнике ABC (AC = BC) внешний угол при вершине B равен 122° (рис. 16.5). Найдите угол C.

				16.15.	В треугольнике ABC (AC = BC) угол C равен 50° (рис. 16.5). Найдите внешний угол CBD.

				 

				
					
						
							Ðèñ. 16.5
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				16.16.	В треугольнике ABC (AB = BC) внешний угол при вершине Bравен 138° (рис. 16.6). Найдите угол С.

				16.17.	В треугольнике ABC (AB = BC) угол A равен 70° (рис. 16.6). Найдите внешний угол при вершине B.

				16.18.	Один из внешних углов треугольника равен 85°. Углы, не смежные с данным внешним углом, относятся как 2:3 (рис. 16.7). Найдите наибольший из них.
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				16.19.	Один из внешних углов прямоугольного треугольника равен 120°. Найдите острые углы этого треугольника.

				16.20.	Найдите сумму всех трех внешних углов треугольника по одному при каждой вершине.

				С

				16.21.	Докажите, что если один из углов прямоугольного треуголь-ника равен 30°, то катет, лежащий против этого угла, равен половине гипотенузы.

				16.22.	Докажите, что биссектриса внешнего угла при вершине, противолежащей основанию равнобедренного треугольника, параллельна ему (рис. 16.8).

				16.23.	Найдите сумму острых углов произвольной пятиконечной звездочки (рис. 16.9).

				16.24.	В треугольнике АВС угол А равен 60°, угол В равен 70°, CH— высота (рис. 16.10). Найдите разность углов ACH и BCH.
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				16.25.	В треугольнике АВС угол B — тупой, угол А равен 30°, CH — высота, угол BCH равен 22° (рис. 16.11). Найдите угол ACB.

				16.26.	В треугольнике АВС AC = BC, AD — высота, угол BAD равен 24° (рис. 16.12). Найдите угол C.

				 

				16.27.	В треугольнике АВС AD — биссектриса, угол C равен 30°, угол BAD равен 22° (рис. 16.13). Найдите угол ADB.

				16.28.	В треугольнике АВС AD — биссектриса, угол C равен 50°, угол CAD равен 28° (рис. 16.14). Найдите угол B.

				16.29.	В треугольнике АВС AD — биссектриса, угол B равен 72°, угол CAD равен 30° (рис. 16.14). Найдите угол C.

				16.30.	В треугольнике ABC угол C равен 60°, AD и BE — биссектрисы, пересекающиеся в точке O (рис. 16.15). Найдите угол AOB.

				16.31.	Найдите острый угол между биссектрисами острых углов прямоугольного треугольника.

				16.32.	Два угла треугольника равны 54° и 66°. Найдите острый угол, который образуют высоты треугольника, выходящие из вер-шин этих углов (рис. 16.16).
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				16.33. Один острый угол прямоугольного треугольника равен 30°. Найдите угол между высотой и биссектрисой, проведенными из вершины прямого угла (рис. 16.17). 

				16.34. Острый угол A прямоугольного треугольника ABC равен 30°. Гипотенуза AB = 12 см. Найдите проекцию катета BC на гипотенузу.

				§ 17. Неравенство треугольника

				Одним из основных соотношений между сторонами треугольни-ка является неравенство треугольника.

				Теорема (Неравенство треугольника). Каждая сторона тре-угольника меньше суммы двух других его сторон.

				Доказательство. Рассмотрим треугольник АВС. Докажем, что сторона AC меньше суммы сторон AB и BC. Отложим на продолже-нии стороны АВ отрезок ВD, равный стороне ВС (рис. 17.1).

				Треугольник ВDC равнобедренный с основанием BD, поэто-му ∠1 = ∠2. Угол 2 составляет часть угла ACD. Следовательно, ∠2 < ∠ACD. Таким образом, в треугольнике ACD угол C больше угла D. Воспользуемся тем, что в треугольнике против больше-го угла лежит бóльшая сторона. Получим неравенство AD > AC. Но AD = AB + BD = AB + BC. Следовательно, имеем неравенство AB + BC > AC, или AC < AB + BC, означающее, что сторона AC треугольника меньше суммы двух других сторон. 
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							Подготовьтесь к овладению новыми знаниями

						

					

					
						
							16.35.	Èçîáðàçèòå какой-нибудь треугольник. С помощью линейки из-мерьте его стороны. Верно ли, что каждая сторона треугольника меньше суммы двух других его сторон и больше их разности?
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					Самостоятельно проверьте, что AB < AC + BC, BC < AB + AC. 
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				Следствие 1. Каждая сторона треугольника больше разности двух других сторон.

				Доказательство. Пусть в треугольнике ABC сторона AC больше стороны BC. По доказанной теореме выполняется неравенство AB + BC > AC. Вычитая из обеих частей этого неравенства ВС, получим неравенство АВ > АС – ВС, означающее, что сторона AB треугольника больше разности двух сторон AC и BC.

					Самостоятельно проверьте, что АC > АB – ВС и BC > АС – AB. 
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				Следствие 2. Если выполняется равенство АС + СВ = АВ, то точка С лежит на отрезке АВ между точками А и В.

				Доказательство. Действительно, если точка С не принадлежит прямой АВ, то будет выполняться неравенство АС + CB > AB. Если точка С принадлежит прямой АВ и находится вне отрезка АВ, то также будет выполняться это неравенство. Остается одна возмож-ность — точка С лежит на отрезке АВ между точками А и В. 

				Применим неравенство треугольника для решения некоторых экстремальных задач на нахождение наименьших или наибольших значений длин отрезков, величин углов и др. 

				Одной из первых эктремальных задач была следующая класси-ческая задача о нахождении кратчайшего пути на плоскости. Ее решение было известно еще Архимеду (287—212 гг. до н. э.).

				Задача. Дана прямая с и две точки А и В на плоскости. Найдите такую точку С на этой прямой, чтобы сумма расстояний АС + СВ была наименьшей.

				Решение. Рассмотрим сначала случай, когда точки A и B лежат по разные стороны от прямой c (рис. 17.2, а). 
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				Покажем, что в этом случае искомой точкой C является точка пересечения отрезка AB и прямой c. Действительно, из неравенства треугольника следует, что для любой другой точки C′ прямой c вы-полняется неравенство AC′ + C′B > AC + CB (рис. 17.2, б). Значит, сумма AC + CB будет наименьшей. 

				Пусть теперь точки A и B лежат по одну сторону от прямой c (рис. 17.3, а). 

				Идея нахождения искомой точки C состоит в замене точки B на точку B′, лежащую по другую сторону от прямой c, и сведению этого случая к предыдущему. 

				Из точки В опустим на прямую с перпендикуляр ВН и отло-жим отрезок НВ′, равный ВН (рис. 17.3, б). Пусть С′ — точка на прямой c. Прямоугольные треугольники BHC′ и B′HC′ равны (по двум катетам), следовательно, имеет место равенство С′В = С′В′. Поэтому сумма АС′ + С′В будет наименьшей тогда и только тогда, когда наименьшей будет равная ей сумма АС′ + С′В′. Ясно, что по-следняя сумма является наименьшей в случае, если точки А, В′, С′ принадлежат одной прямой, т. е. искомая точка С является точкой пересечения отрезка АВ′ с прямой с. 

				Заметим, что полученная точка С обладает тем свойством, что углы, образованные прямыми АС и СВ и прямой с, равны (рис. 17.4). Действительно, ∠1 = ∠2, как соответственные углы в равных треугольниках BHC и B′HC, ∠2 = ∠3, как вертикальные углы. Сле-довательно, ∠1 = ∠3. 
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				Из этого равенства углов вытекает закон отражения света, а именно, луч света распространяется по кратчайшему пути. Поэто-му, если луч света исходит из точки A, отражается от прямой c и приходит в точку B, то точка C будет точкой отражения. Таким об-разом, имеет место закон отражения света: угол падения светового луча равен углу отражения.

				1.	В чем заключается неравенство треугольника? 

				2.	Что можно сказать о разности двух сторон треугольника?

				3.	Что можно сказать о точке C, для которой выполняется равенствоАС + СВ = АВ?

				А

				17.1.	Можно ли построить треугольник со сторонами: а) 13 см, 2 см, 8 см; б) 1 м, 0,5 м, 0,5 м?

				17.2.	Могут ли стороны треугольника относиться как: а) 1 : 2 : 3; б) 2 : 3 : 6; в) 1 : 1 : 2?

				17.3.	В равнобедренном треугольнике одна сторона равна 25 см, другая — 10 см. Какая из них является основанием?

				17.4.	Найдите сторону равнобедренного треугольника, если две дру-гие стороны равны: а) 6 см и 3 см; б) 8 см и 2 см.

				17.5.	Группа туристов должна попасть из пункта А в пункт В (рис. 17.5). Из А в В несколько дорог. Какая из них быстрее приведет к цели, если скорость движения по любой из дорог одна и та же. Объясните ответ.

				В

				17.6.	В равнобедренном треугольнике одна сторона равна 12 см, другая — 5 см. Найдите периметр данного треугольника.
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				 17.7.	Периметр равнобедренного треугольника равен 20 см. Одна из сторон больше другой в два раза. Найдите длину сторон этого треугольника. 

				 17.8.	На прямой c укажите точку C, для которой сумма расстояний AC + CB наименьшая (рис. 17.6). 

				С

				 17.9.	Докажите, что в треугольнике каждая сторона меньше поло-вины его периметра.

				17.10.	Докажите, что медиана треугольника меньше его полупери-метра.

				17.11.	Докажите, что сумма расстояний от любой внутренней точки треугольника до его вершин больше его полупериметра. 

				17.12.	Докажите, что медиана треугольника меньше полусуммы сторон, между которыми она заключается.

				17.13.	Дана прямая с и две точки А и В, лежащие от нее по одну сторону (рис. 17.7). Постройте такую точку С на прямой c, для которой разность расстояний АС – СВ наибольшая. 
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				17.14. Дана прямая с и две точки А и В, лежащие от нее по разные стороны (рис. 17.8). Постройте такую точку С на прямой c, для которой разность расстояний АС – СВ наибольшая. 

				17.15. На прямой c укажите точку C, для которой разность AC – CB наибольшая (рис. 17.9). 

				17.16. Четыре населенных пункта расположены в точках A, B, C, D (рис. 17.10). В каком месте следует построить пекарню, что-бы сумма расстояний от нее до всех четырех данных пунктов была наименьшей?
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				Проверь себя! 

				1.	Сколько углов образуется при пересечении двух параллельных прямых третьей:

					A. 4.	B. 6.	

					C. 8.	D. 12?

				2.	Сколько острых углов может образоваться при пересечении двух параллельных прямых третьей:

					A. 2.	B. 4.	

					C. 6.	D. 8?

				3.	Сколько тупых углов может образоваться при пересечении двух параллельных прямых третьей:

					A. 2.	B. 4.	

					C. 8	D. 16?

				4.	Сколько прямых углов может образоваться при пересечении двух параллельных прямых третьей:

					A. 0.	B. 2.	

					C. 4.	D. 8?

				5.	При пересечении двух параллельных прямых третьей один из углов оказался равным 112°. Найдите наименьший из всех об-разованных при этом углов:

					A. Нельзя определить.	B. 34°.	

					C. 68°.	D. 112°.

				6.	Сумма трех внутренних углов, образовавшихся при пересечении двух параллельных прямых третьей, равна 290°. Найдите чет-вертый внутренний угол:

					A. 145°.	B. 110°.	

					C. 35°.	D. 70°.

				7.	Как расположены относительно друг друга прямые, содержащие биссектрисы внутренних односторонних углов, которые получи-лись при пересечении двух параллельных прямых третьей:

					A. Перпендикулярны.	

					B. Параллельны.

					C. Пересекаются под углом 45°. 

					D. Пересекаются под углом 60°?

				8.	Как расположены относительно друг друга прямые, содержащие биссектрисы внутренних накрест лежащих углов, которые полу-чились при пересечении двух параллельных прямых третьей:

					A. Перпендикулярны. 

					B. Параллельны.
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				C. Пересекаются под углом 45°.

				D. Пересекаются под углом 60°?

				 9.	Найдите углы треугольника, которые относятся как 2:3:4:

				A. 20°, 30°, 40°.	B. 40°, 60°, 80°.

				C. 36°, 54°, 90°.	D. 18°, 27°, 36°.

				10.	Определите вид треугольника, если его углы относятся как 1:2:3:

				A. Равнобедренный.	

				B. Остроугольный.

				C. Прямоугольный.	

				D. Тупоугольный.

				11.	Определите вид треугольника, если один из его углов больше суммы двух других:

				A. Равнобедренный.	

				B. Остроугольный.

				C. Прямоугольный.	

				D. Тупоугольный.

				12.	Два острых угла прямоугольного треугольника относятся как 1:2. Найдите больший острый угол:

				A. 40°.	B. 50°.	

				C. 60°.	D. 80°.

				13.	В треугольнике ABC угол A равен 50°, AC = BC. Найдите угол C:

				A. 40°.	B. 50°.	

				C. 60°.	D. 80°.

				14.	В треугольнике ABC угол C равен 100°, AC = BC. Найдите угол A:

				A. 40°.	B. 50°.	

				C. 60°.	D. 80°.

				15.	Один из углов равнобедренного треугольника равен 90°. Найди-те два других угла:

				A. 30°.	B. 45°.	

				C. 60°.	D. 90°.

				16.	Угол при основании равнобедренного треугольника равен 70°. Найдите угол между его высотой, проведенной к боковой сторо-не, и другой боковой стороной:

				A. 20°.	B. 50°.	

				C. 70°.	D. 110°.

				17.	Найдите угол между двумя биссектрисами правильного тре-угольника:

				A. 30°.	B. 45°.	

				C. 60°.	D. 90°.
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				18.	Два угла треугольника равны 40° и 60°. Найдите острый угол, который образуют высоты треугольника, выходящие из вер-шин этих углов:

				A. 20°.	B. 40°.	

				C. 80°.	D. 100°.

				19.	Один острый угол прямоугольного треугольника равен 40°. Найдите угол между высотой и биссектрисой, проведенными из вершины прямого угла:

				A. 5°.	B. 10°.	

				C. 15°.	D. 20°.

				20.	Найдите сторону равнобедренного треугольника, если две дру-гие стороны равны 10 см и 5 см:

				A. 5 см.	B. 10 см.	

				C. 15 см.	D. 20 см.
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				ОКРУЖНОСТЬ. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ПОСТРОЕНИЯ

				§ 18. Окружность и круг

				На рисунке 18.1 показана окружность. Для изображения окруж-ностей используется циркуль. С помощью циркуля изобразите ка-кую-нибудь окружность. Попробуйте самостоятельно определить, какая фигура называется окружностью.

				Окружностью называется геометрическая фигура, состоящая из всех точек плоскости, удаленных от данной точки на данное рассто-яние. Данная точка называется центром окружности, а данное рас-стояние — радиусом окружности. Радиусом называется также любой отрезок, соединяющий точку окружности с ее центром (рис. 18.1).

				Таким образом, окружность с центром в точке О и радиусом R представляет собой геометрическую фигуру, состоящую из всех то-чек плоскости, расстояние от которых до точки О равно R.

				На рисунке 18.2 показан круг. Попробуйте самостоятельно определить, какая фигура называется кругом.

				Кругом называется фигура, состоящая из всех точек плоскости, удаленных от данной точки на расстояние, не превосходящее дан-ное (рис. 18.2). Данная точка называется центром круга, данное расстояние — радиусом круга.

				Таким образом, круг с центром в точке О и радиусом R представ-ляет собой геометрическую фигуру, состоящую из всех точек плос-кости, удаленных от точки О на расстояние, не превосходящее R.

				Круг можно представлять себе как фигуру, ограниченную окружностью. 
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				Отрезок, соединяющий произвольные две точки окружности, на-зывается хордой этой окружности. Хорда, проходящая через центр окружности, называется диаметром этой окружности (рис. 18.3).

				Хордой и диаметром круга называют соответственно хорду и диаметр окружности, ограничивающей этот круг.

				Теорема. Диаметр окружности, перпендикулярный ее хорде, делит эту хорду пополам.

				Доказательство. Пусть дана окружность с центром в точке О, диаметр АВ перпендикулярен хорде CD. Если хорда CD проходит через центр О, то она является диаметром и делится в точке О по-полам. Пусть хорда CD не проходит через центр О. Обозначим точ-ку ее пересечения с диаметром АВ через Е (рис. 18.4). 

				Прямоугольные треугольники ОЕС и ОЕD равны (по гипотенузе и катету). Следовательно, ЕC = ЕD. 

				Центральным углом окружности называется угол с вершиной в центре этой окружности (рис. 18.5).

				Часть окружности, расположенная внутри центрального угла, называется дугой окружности. 

				Часть круга, расположенная внутри центрального угла, называ-ется круговым сектором.

					Самостоятельно изобразите круговой сектор.
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				Градусной величиной дуги окружности называется градусная ве-личина соответствующего центрального угла. Две дуги окружности называются равными, если они имеют равные градусные величины.

					Самостоятельно определите, что называется градусной величиной кру-гового сектора.

				 1.	Какая фигура называется окружностью? Что называется: а) цент-ром окружности; б) радиусом окружности?

				 2.	Какая фигура называется кругом? Что называется: а) центром кру-га; б) радиусом круга?

				 3.	Что называется: а) хордой; б) диаметром окружности?

				 4.	Как связаны между собой диаметр и радиус одной окружности?

				 5.	Чем является наибольшая хорда окружности?

				 6.	В каком отношении диаметр делит перпендикулярную ему хорду? 

				 7.	Какой угол называется центральным углом окружности?

				 8.	Что называется дугой окружности?

				 9.	Что называется круговым сектором?

				10.	Что называется градусной величиной дуги окружности?

				11.	Какие дуги окружности называются равными?

				12.	Что называется градусной величиной кругового сектора?

				А

				18.1.	Какому неравенству удовлетворяют точки A, лежащие: а) в круге с центром в точке О и радиусом R; б) вне круга с цен-тром в точке О и радиусом R?

				18.2.	Какую фигуру образуют центры окружностей данного радиу-са, проходящих через данную точку? 

				18.3.	Сколько диаметров можно провести через центр окружности?

				18.4.	Найдите диаметр окружности, если известно, что он на 55 мм больше радиуса этой окружности.

				18.5.	Арбуз разрезали на две равные части. Радиус окружности в разрезе равен 15 см. Какой диаметр имел арбуз?

				18.6.	Юрта — древнейшее и в то же время современное жилище кочевников (рис. 18.6, а). Юрты бывают разные по размерам. Найдите радиус, образованный от: а) шанырака (купол юрты, рис. 18.6, б), если его диаметры 1 м, 1,2 м, 1,4 м, 2 м; б) кере-ге (круглая вертикальная стена, рис. 18.6, в), если диаметры юрты 5 м, 6 м, 7 м, 10 м.

				18.7.	Диаметр каждой из маленьких полуокружностей (рис. 18.7, а) ра-вен радиусу большой полуокружности. Чему равен радиус маленьких полуокружностей, если диаметр большой полуок-
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					ружности равен d. Такую фигуру Архимед называет арбело-сом — от греч. сл. ρβυλος — “сапожный нож” (рис. 18.7, б). В данной задаче рассматривается арбелос с равными диаметрами маленьких кругов (равнобокий арбелос).
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				 18.8.	Найдите диаметр основания юрты (рис. 18.8), если его радиус   равен: а) 2,5 м; б) 3 м; в) 3,5 м; г) 5 м.

				 18.9.	Изобразите круговой сектор градусной величины: а) 90°; б) 180°.

				В

				18.10.	Расстояние между точками A и B равно 2 см. Найдите наи-меньший возможный радиус окружности, проходящий через эти точки.
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				18.11.	На клетчатой бумаге изобразите центры окружностей, прохо-дящие через две данные точки и находящиеся в узлах сетки (рис. 18.9).

				18.12. Сколько окружностей может проходить через две заданные точки?

				18.13. На клетчатой бумаге изобразите центр O окружности, прохо-дящий через данные точки A, B, C, D (рис. 18.10).

				18.14.	Хорда AB окружности равна ее радиусу OA (рис. 18.11). Чему равен угол AOB?

				18.15.	Точка A расположена вне окружности радиуса R и удалена от центра O этой окружности на расстояние d (рис. 18.12). Чему равны наименьшее и наибольшее расстояния от точки A до точек данной окружности?
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				18.16.	Наибольшее и наименьшее расстояния от данной точки, расположенной вне окружности, до точек окружности рав-ны соответственно 50 см и 20 см. Найдите радиус данной окружности. 

				18.17.	Точка A расположена внутри окружности радиуса R и уда-лена от центра O этой окружности на расстояние d (рис. 18.13). Чему равны наименьшее и наибольшее расстояния от точки A до точек данной окружности? 

				18.18.	Наибольшее и наименьшее расстояния от данной точки, расположенной внутри окружности, до точек окружности равны соответственно 20 см и 4 см. Найдите радиус данной окружности.

				С

				18.19.	Докажите, что диаметр, проведенный через середину хорды, отличной от диаметра, перпендикулярен к этой хорде.

				18.20.	Используя рисунок 18.14, докажите, что диаметр является наибольшей хордой окружности.

				18.21.	Докажите, что равные хорды окружности одинаково удале-ны от центра окружности (рис. 18.15).

				18.22.	Докажите, что хорды, одинаково удаленные от центра окруж-ности, равны (рис. 18.15).
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							Подготовьте сообщение

						

					

					
						
							18.23. Окружность — одна из древнейших геометрических фигур. Расскажите об учениях Коперника, Галилея, Кеплера (XVII в).
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							Подготовьтесь к овладению новыми знаниями

						

					

					
						
							18.24.	Сколько общих точек могут иметь прямая и окружность? Изоб-разите соответствующие случаи.
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				§ 19. Взаимное расположение прямой и окружности

				Рассмотрим случаи взаимного расположения прямой и окруж-ности.

				Прямая и окружность могут не иметь общих точек (рис. 19.1, а), иметь одну общую точку (рис. 19.1, б) или иметь две общие точки (рис. 19.1, в).

				Если прямая имеет с окружностью только одну общую точку, то говорят, что прямая касается окружности, а саму прямую называ-ют касательной к окружности (рис. 19.1, б). 

				Таким образом, касательная к окружности — это прямая, име-ющая с окружностью одну общую точку. Общая точка называется точкой касания. 

				Если прямая и окружность имеют две общие точки, то говорят, что прямая и окружность пересекаются (рис. 19.1, в).

				Взаимное расположение прямой и окружности зависит от рас-стояния между центром окружности и данной прямой.

				Изобразите прямую и отметьте точку O, расположенную на рас-стоянии 4 см от этой прямой. С помощью циркуля с центром в точке O проведите окружность радиусом 3 см. 

					Как расположены относительно друг друга эти прямая и окружность? 

				Ответ на этот вопрос дает следующая теорема.

				Теорема. Если расстояние от центра окружности до прямой больше радиуса окружности, то эти прямая и окружность не имеют общих точек.

				Доказательство. Пусть расстояние от центра О окружности до прямой а больше радиуса R окружности (рис. 19.2). 

				Опустим из центра О перпендикуляр ОА на эту прямую. Тогда ОА >R. Для любой другой точки B на прямой а наклонная ОB будет больше перпендикуляра ОА и, следовательно, больше R. Таким об-разом, расстояние от любой точки прямой а до центра О больше R.Значит, прямая а и окружность не имеют общих точек. 

				
					
						
							Ðèñ. 19.1
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				Изобразите прямую и отметьте точку O, расположенную на рас-стоянии 4 см от этой прямой. С помощью циркуля с центром в точке O проведите окружность радиусом 4 см. 

					Как расположены относительно друг друга эти прямая и окружность? 

				Ответ на этот вопрос дает следующая теорема.

				Теорема. Если расстояние от центра окружности до прямой равно радиусу окружности, то эта прямая является касатель-ной к окружности.

				Доказательство. Пусть расстояние от центра О окружности до прямой а равно радиусу R окружности (рис. 19.3). 

				Опустим из центра О перпендикуляр ОА на эту прямую. Тогда ОА = R. Для любой другой точки B на прямой а наклонная ОB бу-дет больше перпендикуляра ОА и, следовательно, больше R. Таким образом, расстояние от любой точки прямой а, отличной от А, до центра О больше R. Значит, прямая а и окружность имеют одну общую точку А, т. е. прямая касается окружности. 

				Осталось рассмотреть случай, когда расстояние от центра окруж-ности до прямой меньше радиуса окружности. 

				Изобразите прямую и отметьте точку O, расположенную на рас-стоянии 4 см от этой прямой. С помощью циркуля с центром в точке O проведите окружность радиусом 5 см. 

					Как расположены относительно друг друга эти прямая и окружность? 

				Примем без доказательства, что если расстояние от центра окружности до прямой меньше радиуса окружности, то прямая и окружность пересекаются.

				Из рассмотренных случаев взаимного расположения прямой и окружности вытекает следующее свойство касательной.

				Теорема. Касательная к окружности перпендикулярна ра-диусу этой окружности, проведенному в точку касания.
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				Доказательство. Действительно, еслипрямая касается окружности, то рас-стояние от центра окружности до пря-мой не может быть больше или мень-ше радиуса, следовательно, оно равно радиусу. Поэтому перпендикуляр ОА, опущенный на касательную, является радиусом окружности, значит, каса-тельная к окружности перпендикуляр-на этому радиусу. 

					Изобразите окружность и касательную прямую к этой окружности.

				Теорема. Отрезки касательных, проведенных к окружности из одной точки, расположенной вне этой окружности, равны.

				Доказательство. Пусть AB1 и AB2 — отрезки касательных, прове-денных к окружности с центром в точке O (рис. 19.4). Прямоугольные треугольники AOB1 и AOB2 равны по катету и гипотенузе (OB1 = OB2, гипотенуза AO общая). Следовательно, отрезки AB1 и AB2 равны. 

				1.	Как могут быть расположены относительно друг друга прямая и окружность?

				2.	Какая прямая называется: а) касательной к окружности; б) пересе-кающей окружность?

				3.	В каком случае прямая и окружность не имеют общих точек?

				4.	В каком случае прямая касается окружности?

				5.	В каком случае прямая и окружность пересекаются?

				А

				19.1. Прямая пересекает окружность. Как называется фигура, яв-ляющаяся пересечением (общей частью) этой прямой и круга, ограниченного данной окружностью?

				19.2. Сколько касательных к данной окружности можно провести через данную точку, расположенную: а) внутри окружности; б) вне окружности; в) на окружности?

				19.3. Сколько можно провести окружностей, касающихся данной прямой в данной точке?

				19.4. Сколько можно провести окружностей данного радиуса, каса-ющихся данной прямой в данной точке?

				19.5. Какой угол образуют касательная к окружности и радиус, проведенный в точку касания?
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				В

				19.6.	Каково взаимное расположение прямой и окружности, если радиус окружности равен 3 см, а расстояние от центра окруж-ности до прямой равно: а) 2 см; б) 3 см; в) 4 см?

				19.7.	На клетчатой бумаге через точку A проведите касательную к данной окружности (рис. 19.5).

				19.8.	На клетчатой бумаге из точки A проведите касательные к данной окружности (рис. 19.6).

				 19.9.	Две прямые касаются окружности в двух диаметрально-про-тивоположных точках. Каково взаимное расположение этих прямых?

				19.10.	Сколько можно провести прямых, касающихся двух данных окружностей, изображенных на рисунке 19.7?
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				С

				19.11.	Найдите длину отрезка AB касательной (рис. 19.8). Стороны клеток равны 1.

				19.12.	Докажите, что отрезки АВ и CD общих внутренних касатель-ных к двум окружностям (рис. 19.9) равны.

				19.13.	Докажите, что отрезки АВ и CD общих пересекающихся внеш-них касательных к двум окружностям (рис. 19.10) равны.

				19.14.	На рисунке 19.11 DA, DB, DC — касательные. В каком от-ношении делит точка D отрезок AB?
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				19.15.	Через точку М вне окружности проведены касательные МА и МВ, и через точку С на окружности проведена касательная, пересекающая отрезки МА и МВ в точках K и L соответствен-но (рис. 19.12). Докажите, что периметр треугольника KLM не зависит от положения точки С.

				§ 20. Взаимное расположение двух окружностей

				Рассмотрим случаи взаимного расположения двух окружностей.

				1) Две окружности могут не иметь общих точек. При этом они могут находиться вне друг друга (рис. 20.1, а) или одна внутри другой (рис. 20.1, б).

				2) Две окружности могут иметь одну общую точку. В этом слу-чае говорят, что окружности касаются. Причем окружности могут касаться внешним образом (рис. 20.2, а) или внутренним образом (рис. 20.2, б).
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							Подготовьтесь к овладению новыми знаниями

						

					

					
						
							19.16.	Сколько общих точек могут иметь две окружности? Изобразите соответствующие случаи.
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				3) Две окружности могут иметь две общие точки (рис. 20.3). В этом случае говорят, что окружности пересекаются.

				Окружности, имеющие общий центр, называются концентриче-скими (рис. 20.4).

				Взаимное расположение двух окружностей зависит от их радиу-сов и расстояния между центрами.

				Изобразите точки O1 и O2, расположенные на расстоянии 6 см друг от друга. С помощью циркуля с центром в точке O1 проведите окружность радиусом 3 см. С центром в точке O2 проведите окруж-ность радиусом 2 см. 

					Как расположены относительно друг друга эти окружности? 

				Изобразите точки O1 и O2, расположенные на расстоянии 1 см друг от друга. С помощью циркуля с центром в точке O1 проведите окружность радиусом 4 см. С центром в точке O2 проведите окруж-ность радиусом 2 см. 

					Как расположены относительно друг друга эти окружности? 

				Ответ на эти вопросы дает следующая теорема.

				Теорема. Если расстояние между центрами двух окружно-стей больше суммы их радиусов или меньше их разности, то эти окружности не имеют общих точек.
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				Доказательство. Пусть даны две окружности с центрами в точ-ках О1, О2 и радиусами соответственно R1, R2, O1O2 > R1 + R2 (рис. 20.5, а). 

				Рассмотрим точку С на первой окружности, О1С = R1. Тогда O2C ≥ O1O2 – O1C > R1 + R2 – R1 = R2, следовательно, точка С не принадлежит второй окружности. Значит, эти окружности не име-ют общих точек, причем одна из окружностей лежит во внешней области другой.

				Предположим теперь, что O1O2 < R1 – R2 (R1 > R2) (рис. 20.5, б). Рассмотрим точку С на первой окружности, О1С = R1. Тогда O2C ≥ O1C – O1O2 = R1 – O1O2 > R2, следовательно, точка С не при-надлежит второй окружности. Значит, эти окружности также не имеют общих точек, причем одна из окружностей лежит во внут-ренней области другой. 

					Попробуйте самостоятельно установить соотношение между радиусами окружностей, касающихся друг друга, и расстоянием между их центра-ми (рис. 20.2).

				Ответ дает следующая теорема.

				Теорема. Если расстояние между центрами двух окружно-стей равно сумме или разности их радиусов, то эти окружности касаются.

				Доказательство. Пусть даны две окружности с центрами в точ-ках О1, О2 и радиусами соответственно R1, R2, O1O2 = R1+R2 (рис. 20.6, а). 
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				Рассмотрим точку С на отрезке О1О2, для которой О1С = R1. Тогда O2C = R2. Следовательно, точка C будет общей точкой для данных окружностей. Если D — точка на первой окружности, отличная от С, то из неравенства треугольника следует, что О2D > O1O2–– O1D = R1 + R2 – R1 = R2. Следовательно, точка D не принадлежит второй окружности. Значит, данные окружности имеют только одну общую точку, т. е. касаются, причем внешним образом. 

				Предположим теперь, что О1О2 = R1 – R2 (R1 > R2) (рис. 20.6, б). Рассмотрим точку С на луче О1О2, для которой О1С = R1. Тогда O2C = R2. Следовательно, точка C будет общей точкой для дан-ных окружностей. Если D — точка на первой окружности, от-личная от С, то из неравенства треугольника следует, что O2D>> O1D – O1O2 = R1 – О1О2 = R2. Следовательно, точка D не принад-лежит второй окружности. Значит, данные окружности имеют только одну общую точку, т. е. касаются, причем внутренним образом. 

					Изобразите окружности, касающиеся внешним образом, и окружности, касающиеся внутренним образом.

				Рассмотрим последний вариант расположения двух окружно-стей. 

				Изобразите точки O1 и O2, расположенные на расстоянии 6 см друг от друга. С помощью циркуля с центром в точке O1 проведите окружность радиусом 4 см. С центром в точке O2 проведите окруж-ность радиусом 3 см. 

					Как расположены относительно друг друга эти окружности? 

				Изобразите точки O1 и O2, расположенные на расстоянии 2 см друг от друга. С помощью циркуля с центром в точке O1 проведите окружность радиусом 3 см. С центром в точке O2 проведите окруж-ность радиусом 2 см. 

					Как расположены относительно друг друга эти окружности? 

				Ответ на эти вопросы дает следую-щая теорема.

				Теорема. Если расстояние между центрами двух окружностей мень-ше суммы радиусов и больше их раз-ностей, то эти окружности пересе-каются (рис. 20.7).

				Примем ее без доказательства. 
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				1.	Как могут быть расположены относительно друг друга две окружно-сти?

				2.	Сколько общих точек могут иметь две окружности?

				3.	Какие две окружности называются: а) касающимися; б) пересекающи-мися?

				4.	Какие окружности называются концентрическими?

				5.	В каком случае одна окружность лежит: а) во внешней области дру-гой; б) во внутренней области другой?

				6.	В каком случае две окружности касаются: а) внешним образом; б) внутренним образом?

				7.	В каком случае две окружности пересекаются?

				А

				20.1.	Нарисуйте две окружности: а) не имеющие общих точек; б) концентрические; в) касающиеся внешним образом; г) ка-сающиеся внутренним образом; д) пересекающиеся.

				20.2.	Дана окружность радиуса 3 см и точка А на расстоянии, рав-ном 5 см от центра окружности. Найдите радиус окружно-сти с центром в точке A и касающейся данной окружности: а) внешним образом; б) внутренним образом.

				20.3.	Расстояние между центрами двух окружностей равно 5 см. Как расположены эти окружности по отношению друг к дру-гу, если их радиусы равны: а) 2 см и 3 см; б) 2 см и 2 см?

				20.4.	Расстояние между центрами двух окружностей равно 2 см. Как расположены эти окружности по отношению друг к дру-гу, если их радиусы равны: а) 3 см и 5 см; б) 2 см и 5 см?

				20.5.	Чему равно расстояние между центрами двух окружностей, радиусы которых равны 4 см и 6 см, если окружности: а) ка-саются внешним образом; б) касаются внутренним образом?

				В

				20.6.	На рисунке 20.8 изображена фигура, называемая кольцом. Сформулируйте определение этой фигуры.

				20.7.	На рисунке 20.9 изображена фигура, называемая сектором. Сформулируйте определение этой фигуры.

				20.8.	Расстояние между центрами двух окружностей равно d и больше суммы их радиусов R1 и R2. Найдите наименьшее и наибольшее расстояния между точками, расположенными на данных окружностях.
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				 20.9.	Расстояние между центрами двух окружностей равно d и меньше разности R1 – R2 их радиусов (R1 > R2). Найдите наи-меньшее и наибольшее расстояния между точками, располо-женными на данных окружностях.

				20.10.	Сколько жемчужин потребуется для изготовления бус длиной 50 см, если радиус одной жемчужины равен 5 мм?

				С

				20.11.	Две окружности с центрами в точках О1, О2 пересекаются в точках А и В. Докажите, что ∠O1AO2 = ∠O1BO2 (рис. 20.10).

				20.12.	Две окружности с центрами в точках О1, О2 пересекаются в точках А и В (рис. 20.11). Докажите, что прямая О1О2 пер-пендикулярна прямой АВ.
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					20.13.	Три окружности одинакового радиуса попарно касаются друг друга. Докажите, что их центры являются вершинами пра-вильного треугольника.

					20.14.	Могут ли попарно касаться друг друга: а) три окружности; б) четыре окружности; в) пять окружностей?

					20.15.	Могут ли попарно касаться друг друга четыре окружности одинакового радиуса?

					20.16.	Какое наибольшее число точек попарных пересечений мо-гут иметь: а) две окружности; б) три окружности; в) четыре окружности; г) n окружностей? Нарисуйте соответствующие окружности.

					20.17.	На какое наибольшее число областей могут разбивать плос-кость: а) две окружности; б) три окружности; в) четыре окружности? Нарисуйте соответствующие области.

					20.18.	Земля и Марс вращаются вокруг Солнца по круговым (почти) орбитам радиусов 150 и 228 миллионов километров с разны-ми угловыми скоростями (рис. 20.12). Найдите наибольшее и наименьшее расстояния между Землей и Марсом.

					§ 21. Геометрические места точек

					Один из основных способов задания фигур на плоскости заключа-ется в указании свойства, которому удовлетворяют точки этой фигуры. 

					Вспомним определение окружности. Окружностью называется геометрическая фигура, состоящая из всех точек плоскости, уда-ленных от данной точки на данное расстояние. Свойством здесь является удаленность от данной точки на данное расстояние.

					Фигуры, состоящие из всех точек, удовлетворяющих заданному свойству, получили особое название “геометрические места точек”. Итак, геометрическим местом точек называется фигура, сос-тоящая из всех точек, удовлетворяющих заданному свойству или нескольким заданным свойствам. 

					Поясним смысл слов “всех точек, удовлетворяющих заданному свойству” в этом определении. Они означают, что все точки, при-надлежащие фигуре, удовлетворяют заданному свойству, и, наобо-рот, все точки, удовлетворяющие заданному свойству, принадле-жат фигуре. Другими словами, точка принадлежит фигуре в том и только в том случае, когда для нее выполняется заданное свойство.

					Таким образом, окружность является геометрическим местом точек плоскости, удаленных от данной точки на данное расстояние.

					
						
							[image: ]
						

						
							[image: ]
						

						
							[image: ]
						

						
							
								Подготовьтесь к овладению новыми знаниями

							

						

						
							
								20.19.	Изобразите две точки А и В. Укажите точки, расстояния от которых до точек А и В равны.

							

						

					

				

			

			
				
					Рассмотрим еще несколько геометрических мест точек.

					Серединным перпендикуляром к заданному отрезку называется прямая, перпендикулярная этому отрезку и проходящая через его середину.

					Выясним, каким геометрическим местом точек является сере-динный перпендикуляр.

					Теорема. Серединный перпендикуляр к отрезку является гео-метрическим местом точек, одинаково удаленных от концов этого отрезка.

					Доказательство. Пусть дан отрезок АВ и точка О — его сере-дина. Покажем, что геометрическим местом точек, одинаково уда-ленных от точек А и В, является серединный перпендикуляр c к отрезку АВ (рис. 21.1).

					Действительно, точка О одинаково удалена от точек А, В и при-надлежит серединному перпендикуляру. Если точка С одинаково удалена от точек А и В и не совпадает с точкой О, то треугольник АВС равнобедренный, и СО — его медиана. По свойству равнобед-ренного треугольника медиана является также и высотой. Значит, точка С принадлежит серединному перпендикуляру. 

					Обратно, пусть точка С принадлежит серединному перпендику-ляру и не совпадает с точкой О, тогда прямоугольные треугольни-ки АОС и ВОС равны (по катетам). Следовательно, АС = ВС. 

						Изобразите отрезок и серединный перпендикуляр к этому отрезку.

					Теорема. Биссектриса угла является геометрическим ме-стом точек, лежащих внутри данного угла и одинаково удален-ных от его сторон.

					Доказательство. Рассмотрим угол c вершиной в точке О и сторо-нами а, b. Пусть точка С лежит внутри данного угла. Опустим из нее перпендикуляры СА и CB на стороны а и b соответственно (рис. 21.2). 

					Если CA = CB, то прямоугольные треугольники АOС и ВOС рав-ны (по гипотенузе и катету). Следовательно, углы AOC и BOC рав-ны. Значит, точка C принадлежит биссектрисе угла.
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					20.13.	Три окружности одинакового радиуса попарно касаются друг друга. Докажите, что их центры являются вершинами пра-вильного треугольника.

					20.14.	Могут ли попарно касаться друг друга: а) три окружности; б) четыре окружности; в) пять окружностей?

					20.15.	Могут ли попарно касаться друг друга четыре окружности одинакового радиуса?

					20.16.	Какое наибольшее число точек попарных пересечений мо-гут иметь: а) две окружности; б) три окружности; в) четыре окружности; г) n окружностей? Нарисуйте соответствующие окружности.

					20.17.	На какое наибольшее число областей могут разбивать плос-кость: а) две окружности; б) три окружности; в) четыре окружности? Нарисуйте соответствующие области.

					20.18.	Земля и Марс вращаются вокруг Солнца по круговым (почти) орбитам радиусов 150 и 228 миллионов километров с разны-ми угловыми скоростями (рис. 20.12). Найдите наибольшее и наименьшее расстояния между Землей и Марсом.

					§ 21. Геометрические места точек

					Один из основных способов задания фигур на плоскости заключа-ется в указании свойства, которому удовлетворяют точки этой фигуры. 

					Вспомним определение окружности. Окружностью называется геометрическая фигура, состоящая из всех точек плоскости, уда-ленных от данной точки на данное расстояние. Свойством здесь является удаленность от данной точки на данное расстояние.

					Фигуры, состоящие из всех точек, удовлетворяющих заданному свойству, получили особое название “геометрические места точек”. Итак, геометрическим местом точек называется фигура, сос-тоящая из всех точек, удовлетворяющих заданному свойству или нескольким заданным свойствам. 

					Поясним смысл слов “всех точек, удовлетворяющих заданному свойству” в этом определении. Они означают, что все точки, при-надлежащие фигуре, удовлетворяют заданному свойству, и, наобо-рот, все точки, удовлетворяющие заданному свойству, принадле-жат фигуре. Другими словами, точка принадлежит фигуре в том и только в том случае, когда для нее выполняется заданное свойство.

					Таким образом, окружность является геометрическим местом точек плоскости, удаленных от данной точки на данное расстояние.
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								Подготовьтесь к овладению новыми знаниями

							

						

						
							
								20.19.	Изобразите две точки А и В. Укажите точки, расстояния от которых до точек А и В равны.

							

						

					

				

			

			
				
					Рассмотрим еще несколько геометрических мест точек.

					Серединным перпендикуляром к заданному отрезку называется прямая, перпендикулярная этому отрезку и проходящая через его середину.

					Выясним, каким геометрическим местом точек является сере-динный перпендикуляр.

					Теорема. Серединный перпендикуляр к отрезку является гео-метрическим местом точек, одинаково удаленных от концов этого отрезка.

					Доказательство. Пусть дан отрезок АВ и точка О — его сере-дина. Покажем, что геометрическим местом точек, одинаково уда-ленных от точек А и В, является серединный перпендикуляр c к отрезку АВ (рис. 21.1).

					Действительно, точка О одинаково удалена от точек А, В и при-надлежит серединному перпендикуляру. Если точка С одинаково удалена от точек А и В и не совпадает с точкой О, то треугольник АВС равнобедренный, и СО — его медиана. По свойству равнобед-ренного треугольника медиана является также и высотой. Значит, точка С принадлежит серединному перпендикуляру. 

					Обратно, пусть точка С принадлежит серединному перпендику-ляру и не совпадает с точкой О, тогда прямоугольные треугольни-ки АОС и ВОС равны (по катетам). Следовательно, АС = ВС. 

						Изобразите отрезок и серединный перпендикуляр к этому отрезку.

					Теорема. Биссектриса угла является геометрическим ме-стом точек, лежащих внутри данного угла и одинаково удален-ных от его сторон.

					Доказательство. Рассмотрим угол c вершиной в точке О и сторо-нами а, b. Пусть точка С лежит внутри данного угла. Опустим из нее перпендикуляры СА и CB на стороны а и b соответственно (рис. 21.2). 

					Если CA = CB, то прямоугольные треугольники АOС и ВOС рав-ны (по гипотенузе и катету). Следовательно, углы AOC и BOC рав-ны. Значит, точка C принадлежит биссектрисе угла.
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				Обратно, если точка C принадлежит биссектрисе угла, то прямо-угольные треугольники AOC и BOC равны (по гипотенузе и острому углу). Следовательно, AC = BC. Значит, точка С одинаково удалена от сторон данного угла. 

					Изобразите угол и биссектрису этого угла.

				1.	Что называется геометрическим местом точек?

				2.	Определите окружность через понятие геометрического места точек.

				3.	Какая прямая называется серединным перпендикуляром к отрезку?

				4.	Каким геометрическим местом точек является: а) серединный пер-пендикуляр к отрезку; б) биссектриса угла?

				А

				21.1.	Какое геометрическое место точек представляет собой: а) от-резок; б) луч; в) круг c центром O и радиусом R; г) кольцо с центром O и радиусами R1, R2 (R1 < R2)?

				21.2.	На клетчатой бумаге изобразите геометрическое место точек (ГМТ), равноудаленных от точек A и B (рис. 21.3). 

				21.3.	На прямой c изобразите точку C, равноудаленную от точек A и B (рис. 21.4).
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							Рис. 21.4
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							Рис. 21.3
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				21.4.	Населенные пункты А, В, С, D расположены так, что пункт А находится в нескольких километрах к югу от D, пункты В и С — на одинаковых расстояниях к западу и востоку (соответ-ственно) от А. Верно ли, что В и С находятся на одинаковом расстоянии от пункта D? 

				21.5.	Два дома расположены по разные стороны от шоссе (рис. 21.5). Где следует построить автобусную остановку, которая была бы равноудалена от обоих домов?

				21.6. Перед вами часть карты острова, на котором когда-то пираты зарыли сокровища (рис. 21.6). К сожалению, на карте не отме-чено место, где они спрятаны, но зато сохранились ориентиры (камень на развилке дорог и два дуба), по которым можно определить место. Известно, что сокровища зарыты в месте, одинаково удаленном и от двух дорог, и от дубов. Сможете ли вы отыскать клад?

				В

				21.7.	Отметьте точку, равноудаленную от точек A, B и C (рис. 21.7).

				 21.8.	Пусть А и В — точки плоскости. Укажите геометрическое место точек С, для которых: а) АС ≥ ВС; б) АС < АВ.
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				 21.9.	Изобразите геометрическое место внутренних точек угла AOB, равноудаленных от его сторон (рис. 21.8). 

				21.10.	На прямой c отметьте точку C, равноудаленную от сторон угла AOB (рис. 21.9).

				С

				21.11.	Населенные пункты M, N, K не расположены на одной прямой (рис. 21.10). Каким образом следует проложить через пункт N прямолинейную дорогу, одинаково удаленную от пунктов M и K?

				21.12.	Найдите геометрическое место центров окружностей, прохо-дящих через две данные точки A и B.

				21.13.	Найдите геометрическое место вершин С равнобедренных треугольников с данным основанием AB.

				
					
						
						

					

					
						
						

					

					
						
						

					

					
						
							Рис. 21.9

						

					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						
							а)

						

					

					
						
							б)

						

					

					
						
							в)

						

					

				

				
					
						
						

					

					
						
						

					

					
						
						

					

					
						
							Рис. 21.8
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				21.14.	Укажите точки, равноудаленные от трех прямых a, b, c, изоб-раженных на рисунке 21.11. 

				21.15.	Найдите геометрическое место центров окружностей, касаю-щихся двух данных пересекающихся прямых a и b.

				21.16.	Найдите геометрическое место центров окружностей данного радиуса R, касающихся данной окружности того же радиуса R.

				21.17.	Найдите геометрическое место центров окружностей данного радиуса R, касающихся данной окружности радиуса R1 (R≠R1).

				§ 22. Окружность, описанная около треугольника. Окружность, вписанная в треугольник

				Окружность называется описанной около треугольника, если все вершины этого треугольника принадлежат данной окружно-сти. Треугольник при этом называется вписанным в окружность (рис. 22.1).

				
					
						
						

					

					
						
						

					

					
						
						

					

					
						
							Рис. 21.11
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							Подготовьтесь к овладению новыми знаниями

						

					

					
						
							21.18.	Изобразите окружность и треугольник, вершины которого при-надлежат этой окружности.

							21.19.	Изобразите окружность и треугольник, стороны которого ка-саются окружности.
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				Изобразите какой-нибудь треугольник. Попробуйте описать око-ло него окружность. 

					Как вы думаете, около всякого ли треугольника можно описать окружность?

				Ответ на этот вопрос дает следующая теорема.

				Теорема. Около всякого треугольника можно описать окруж-ность. Ее центром является точка пересечения серединных перпендикуляров к сторонам треугольника.

				Доказательство. Рассмотрим треугольник АВС. К сторонам АВ и АС проведем серединные перпендикуляры с и b соответственно (рис. 22.2). 

				Докажем, что точка О их пересечения является центром опи-санной окружности. Для этого достаточно проверить, что выпол-няются равенства ОА = ОВ = ОС. Действительно, так как точка О принадлежит серединному перпендикуляру с к отрезку АВ, то она одинаково удалена от вершин А и В, т. е. ОА = ОВ. Так как точка О принадлежит серединному перпендикуляру b к отрезку АС, то она одинаково удалена от вершин А и С, т. е. ОА = ОС. Следовательно, точка О одинаково удалена от вершин А, В, С треугольника АВС, т. е. ОА = ОВ = ОС. Заметим, что из равенства ОВ = ОС следует, что точка О принадлежит серединному перпендикуляру a к стороне ВС. Таким образом, все три серединных перпендикуляра пересе-каются в одной точке О. Окружность с центром в этой точке и ра-диусом R = ОА = ОВ = ОС будет искомой описанной окружностью.

				Используя аксиому параллельных и метод доказательства от противного, докажем, что серединные перпендикуляры к двум сто-ронам треугольника действительно пересекаются. Пусть АВС — треугольник, c и b — серединные перпендикуляры к двум сторонам АВ и АС соответственно (рис. 22.3). 

				Предположим, что прямые b и с не пересекаются, значит, па-раллельны. Прямая АВ перпендикулярна прямой c. Прямая АС перпендикулярна прямой b, значит, и параллельной ей прямой c. Таким образом, прямые АВ и АС перпендикулярны одной прямой c. По теореме о единственности перпендикуляра, проведенного из точ-ки к прямой, они должны совпадать, но эти прямые пересекаются. 
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				Следовательно, неверным было наше предположение о параллель-ности прямых b и с. Значит, они пересекаются. 

					Изобразите окружности, описанные около остроугольного и тупоуголь-ного треугольников.

				Окружность называется вписанной в треугольник, если все сто-роны этого треугольника касаются данной окружности. Треуголь-ник при этом называется описанным около окружности (рис. 22.4).

				Изобразите какой-нибудь треугольник. Попробуйте вписать в него окружность. 

					Как вы думаете, во всякий ли треугольник можно вписать окружность?

				Ответ на этот вопрос дает следующая теорема.

				Теорема. В любой треугольник можно вписать окружность. Ее центром является точка пересечения биссектрис этого тре-угольника.

				Доказательство. Рассмотрим треугольник АВС и из его вершин А и В проведем биссектрисы а и b соответственно (рис. 22.5). 

				Докажем, что точка О их пересечения является центром впи-санной окружности. Для этого достаточно проверить равенство пер-пендикуляров OD, OE и OF, опущенных из точки О на стороны треугольника АВС, или, что то же самое, что точка О одинаково удалена от сторон треугольника АВС. Действительно, так как точ-ка О принадлежит биссектрисе а, она одинаково удалена от сто-рон АВ и АС. Так как точка О принадлежит биссектрисе b, то она одинаково удалена от сторон АВ и ВС. Значит, точка О одинаково удалена от всех сторон треугольника АВС. Заметим, что из того, что точка О одинаково удалена от сторон ВС и АС следует, что она принадлежит биссектрисе с угла С, т. е. все три биссектрисы пере-секаются в одной точке О. Окружность с центром в этой точке и радиусом r = ОD = ОE = ОF будет искомой вписанной в треуголь-ник окружностью. 

					Изобразите окружности, вписанные в остроугольный и тупоугольный треугольники.
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				1.	Какая окружность называется описанной около треугольника? 

				2.	Какой треугольник называется вписанным в окружность?

				3.	Какая окружность называется вписанной в треугольник?

				4.	Какой треугольник называется описанным около окружности?

				5.	Какая точка является центром окружности, описанной около тре-угольника?

				6.	Какая точка является центром окружности, вписанной в треуголь-ник?

				А

				22.1.	Может ли центр вписанной в треугольник окружности нахо-диться вне этого треугольника?

				22.2.	Может ли центр описанной около треугольника окружности находиться: а) внутри треугольника; б) на стороне треуголь-ника; в) вне этого треугольника? Приведите примеры.

				В

				22.3.	Для данных треугольников (рис. 22.6) постройте центры опи-санных окружностей.

				22.4.	Постройте центры окружностей, вписанных в треугольники, изображенные на рисунке 22.7.
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				 22.5.	Найдите радиус окружности, описанной около треугольника, изображенного на рисунке 22.8 (стороны клеток равны 1).

				 22.6.	Жильцы трех домов A, B и C, расположенных в вершинах равнобедренного прямоугольного треугольника (рис. 22.9), хотят выкопать общий колодец с таким расчетом, чтобы он одинаково был удален от всех трех домов. В каком месте надо копать?

				С

				 22.7.	Докажите, что центр окружности, вписанной в равнобед-ренный треугольник, принадлежит высоте, опущенной из вершины, противолежащей основанию этого треугольника.

				 22.8.	Докажите, что центр окружности, описанной около равно-бедренного треугольника, принадлежит биссектрисе угла, противолежащего основанию этого треугольника.

				 22.9.	Какой вид имеет треугольник, если центр описанной около него окружности принадлежит одной из его медиан?

				22.10.	Какой вид имеет треугольник, если центр вписанной в него окружности принадлежит одной из его высот?

				
					
						
							Ðèñ. 22.9

						

					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

				

				
					
						
						

					

					
						
						

					

					
						
						

					

					
						
							Рис. 22.8

						

					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						
							в)

						

					

					
						
							б)

						

					

					
						
							а)

						

					

				

			

		

	
		
			[image: ]
		

		
			
				128

			

		

		
			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

		

		
			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			
				
					22.11.	Какой вид имеет треугольник, если его центры вписанной и описанной окружностей совпадают?

					22.12.	Окружность, вписанная в равнобедренный треугольник, де-лит в точке касания одну из боковых сторон на два отрезка, которые равны 5 см и 4 см, считая от основания. Найдите периметр треугольника.

					22.13.	Найдите радиус окружности, описанной около прямоуголь-ного равнобедренного треугольника, гипотенуза которого равна 10 см.

					22.14.	Найдите радиус окружности, описанной около равнобедрен-ного треугольника, боковые стороны которого равны 4 см, а угол, заключенный между ними, равен 120°.

					22.15.	Найдите радиус окружности, вписанной в прямоугольный треугольник, стороны которого равны 3 см, 4 см, 5 см.

					§ 23. Задачи на построение

					Основными чертежными инструментами, с помощью которых производятся геометрические построения, являются линейка и циркуль.

					С помощью линейки через две заданные точки проводят пря-мую. С помощью циркуля проводят окружности с данным центром и данным радиусом. В частности, с помощью циркуля на луче от его начала можно отложить отрезок, равный данному.

					Решение задач на построение, как правило, состоит из четырех этапов.

					1. Анализ условия задачи, который состоит в нахождении таких зависимостей, которые позволили бы построить искомую фигуру.

					2. Построение, которое состоит в том, чтобы указать после-довательность основных построений (или ранее решенных задач), которые достаточно произвести, чтобы искомая фигура была по-строена.

					3. Доказательство, которое состоит в установлении того, что построенная фигура действительно удовлетворяет всем поставлен-ным в задаче условиям.
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								Подготовьтесь к овладению новыми знаниями

							

						

						
							
								22.16.	Изобразите отрезок АВ. С центром в точке А и радиусом АВ проведите окружность. С центром в точке В и радиусом ВА проведите окружность. Через точки пересечения этих окруж-ностей проведите прямую. Что можно сказать об этой прямой?

							

						

					

				

			

			
				
					4. Исследование, при котором выясняется, всегда ли можно вы-полнить построение избранным способом и сколько решений имеет задача.

					Рассмотрим некоторые задачи на построение геометрических фигур с помощью циркуля и линейки.

					Задача 1. Построить серединный перпендикуляр к заданному отрезку. 

					Решение. Анализ. Пусть АВ — данный отрезок. Предположим, что серединный перпендикуляр c построен (рис. 23.1). Он является геометрическим местом точек C, равноудаленных от концов A и B данного отрезка. Значит, если с центрами в точках A и B прове-сти пересекающиеся окружности одинакового радиуса, то их точки пересечения будут принадлежать искомому серединному перпенди-куляру. 

					Построение. С центрами в точках А и В и радиусом, бóльшим половины АВ, опишем окружности (рис. 23.2).

					Обозначим точки их пересечения, лежащие по разные стороны от прямой АВ, через С1 и С2. Проведем прямую C1C2. Она и будет искомым серединным перпендикуляром к отрезку AB.

					Доказательство. Построенные точки С1 и С2 равноудалены от концов отрезка AB. Следовательно, они принадлежат серединно-му перпендикуляру, значит, прямая C1C2 действительно является искомым серединным перпендикуляром.

					Исследование. Так как расстояние между центрами окружно-стей меньше суммы радиусов этих окружностей и больше их разно-стей, то эти окружности пересекаются, т. е. имеют ровно две общие точки. Следовательно, построение единственно.

					Задача 2. Из данной точки, не принадлежащей данной прямой, опустить перпендикуляр на эту прямую.

					Решение. Анализ. Пусть C данная точка, d — данная прямая. Предположим, перпендикуляр CD построен (рис. 23.3). 
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					22.11.	Какой вид имеет треугольник, если его центры вписанной и описанной окружностей совпадают?

					22.12.	Окружность, вписанная в равнобедренный треугольник, де-лит в точке касания одну из боковых сторон на два отрезка, которые равны 5 см и 4 см, считая от основания. Найдите периметр треугольника.

					22.13.	Найдите радиус окружности, описанной около прямоуголь-ного равнобедренного треугольника, гипотенуза которого равна 10 см.

					22.14.	Найдите радиус окружности, описанной около равнобедрен-ного треугольника, боковые стороны которого равны 4 см, а угол, заключенный между ними, равен 120°.

					22.15.	Найдите радиус окружности, вписанной в прямоугольный треугольник, стороны которого равны 3 см, 4 см, 5 см.

					§ 23. Задачи на построение

					Основными чертежными инструментами, с помощью которых производятся геометрические построения, являются линейка и циркуль.

					С помощью линейки через две заданные точки проводят пря-мую. С помощью циркуля проводят окружности с данным центром и данным радиусом. В частности, с помощью циркуля на луче от его начала можно отложить отрезок, равный данному.

					Решение задач на построение, как правило, состоит из четырех этапов.

					1. Анализ условия задачи, который состоит в нахождении таких зависимостей, которые позволили бы построить искомую фигуру.

					2. Построение, которое состоит в том, чтобы указать после-довательность основных построений (или ранее решенных задач), которые достаточно произвести, чтобы искомая фигура была по-строена.

					3. Доказательство, которое состоит в установлении того, что построенная фигура действительно удовлетворяет всем поставлен-ным в задаче условиям.
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								Подготовьтесь к овладению новыми знаниями

							

						

						
							
								22.16.	Изобразите отрезок АВ. С центром в точке А и радиусом АВ проведите окружность. С центром в точке В и радиусом ВА проведите окружность. Через точки пересечения этих окруж-ностей проведите прямую. Что можно сказать об этой прямой?

							

						

					

				

			

			
				
					4. Исследование, при котором выясняется, всегда ли можно вы-полнить построение избранным способом и сколько решений имеет задача.

					Рассмотрим некоторые задачи на построение геометрических фигур с помощью циркуля и линейки.

					Задача 1. Построить серединный перпендикуляр к заданному отрезку. 

					Решение. Анализ. Пусть АВ — данный отрезок. Предположим, что серединный перпендикуляр c построен (рис. 23.1). Он является геометрическим местом точек C, равноудаленных от концов A и B данного отрезка. Значит, если с центрами в точках A и B прове-сти пересекающиеся окружности одинакового радиуса, то их точки пересечения будут принадлежать искомому серединному перпенди-куляру. 

					Построение. С центрами в точках А и В и радиусом, бóльшим половины АВ, опишем окружности (рис. 23.2).

					Обозначим точки их пересечения, лежащие по разные стороны от прямой АВ, через С1 и С2. Проведем прямую C1C2. Она и будет искомым серединным перпендикуляром к отрезку AB.

					Доказательство. Построенные точки С1 и С2 равноудалены от концов отрезка AB. Следовательно, они принадлежат серединно-му перпендикуляру, значит, прямая C1C2 действительно является искомым серединным перпендикуляром.

					Исследование. Так как расстояние между центрами окружно-стей меньше суммы радиусов этих окружностей и больше их разно-стей, то эти окружности пересекаются, т. е. имеют ровно две общие точки. Следовательно, построение единственно.

					Задача 2. Из данной точки, не принадлежащей данной прямой, опустить перпендикуляр на эту прямую.

					Решение. Анализ. Пусть C данная точка, d — данная прямая. Предположим, перпендикуляр CD построен (рис. 23.3). 
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				Тогда, если точки A и B, принадлежащие прямой d, будут рав-ноудалены от точки D, то прямая CD будет серединным перпенди-куляром к отрезку AB. 

				Построение. Для построения точек A и B проведем окружность с центром в точке C и радиусом, большим расстояния от точки C до прямой d (рис. 23.4). В этом случае окружность пересечет прямую d в двух точках. Обозначим их A и B. Следуя предыдущей задаче 1, построим серединный перпендикуляр к отрезку AB. Так как точка C равноудалена от точек A и B, то она будет принадлежать этому серединному перпендикуляру. Обозначим D точку пересечения се-рединного перпендикуляра с прямой d. Отрезок CD будет искомым перпендикуляром, опущенным из точки C на прямую d.

					Самостоятельно проведите доказательство и исследование.

				Задача 3. Построить биссектрису данного угла.

				Решение. Анализ. Пусть дан угол O. Предположим, что его бис-сектриса построена. Она является геометрическим местом внутрен-них точек C этого угла, равноудаленных от его сторон (рис. 23.5), т. е. перпендикуляры CA и CB, опущенные из точки C на стороны угла, равны. 

				Из равенства прямоугольных треугольников OAC и OBC (по гипотенузе и катету) следует, что OA = OB. В равнобедренном 
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				треугольнике OAB с основанием AB биссектриса, проведенная из вершины O, является медианой и высотой. Следовательно, биссек-триса будет лежать на серединном перпендикуляре к отрезку AB.

				Построение. Опишем окружность с центром в вершине О дан-ного угла, пересекающую стороны угла в точках А и В (рис. 23.6). Проведем серединный перпендикуляр к отрезку AB. Его часть, ле-жащая внутри данного угла, и будет искомой биссектрисой.

					Самостоятельно проведите доказательство и исследование.

				Задача 4. Построить треугольник АВС с данными сторонами АВ = с, АС = b, ВС = a.

				Решение. Анализ. Заметим, что три отрезка будут служить сто-ронами треугольника, если каждый из них меньше суммы двух других и больше их разностей. 

				Построение. Пусть даны отрезки а, b и c, удовлетворяющие это-му условию. Проведем прямую и отметим на ней точку А. Раствором циркуля величиной с отложим на этой прямой отрезок АВ, равный с. Раствором циркуля величиной b опишем окружность с центром в точке А, раствором циркуля величиной а опишем окружность с центром в точке В. Точку пересечения этих окружностей обозна-чим через С и соединим отрезками с точками А и В. Треугольник АВС будет искомым (рис. 23.7).

					Самостоятельно проведите доказательство и исследование.
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				3.	Как построить серединный перпендикуляр к отрезку?

				4.	Как опустить перпендикуляр из данной точки на данную прямую?

				5.	Как построить биссектрису угла?
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				А

				23.1.	Постройте отрезок, равный данному.

				23.2.	Постройте середину заданного отрезка.

				В

				23.3.	Через данную точку, принадлежащую данной прямой, прове-дите прямую, перпендикулярную этой прямой.

				23.4.	Постройте треугольник АВС по двум данным сторонам и углу между ними.

				23.5.	Постройте треугольник АВС по данной стороне и двум данным прилежащим к ней углам.

				23.6.	Постройте угол, равный данному углу.

				С

				23.7.	По данному рисунку 23.8 объясните, как построить треуголь-ник ABC по двум данным сторонам AB = c, AC = b и медиане CD = m.

				23.8.	По данному рисунку 23.9 объясните, как построить треуголь-ник ABC по двум данным сторонам AB = c, AC = b и медиане AD = m.
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				 23.9.	По данному рисунку 23.10 объясните, как построить треуголь-ник ABC по двум данным сторонам AB = c, AC = b и высоте CH = h.

				23.10.	Используя рисунок 23.11, постройте треугольник ABC по двум данным сторонам AC = a, BC = b и высоте CH = h.

				23.11.	Используя рисунок 23.12, постройте треугольник ABC по данным стороне AB = c, медиане CD = m и высоте CH = h.
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					23.12.	Используя рисунок 23.13, постройте касательную к дан-ной окружности, проходящую через данную точку вне этой окружности.

					
						
							[image: ]
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								[image: ]
							

						

						
							
								Подготовьте сообщение

							

						

						
							
								23.13.	Популярная задача на построение c помощью циркуля и линейки в V в. до н. э. “Задача об удвоении куба”, которая называется Делосской.

								23.14.	а) Что называется параболой? Оптическое свойство параболы. 

									б) Что называется эллипсом? Оптическое свойство эллипса. 

									в) Что называется гиперболой? Оптическое свойство гипер-болы. 

							

						

					

					Проверь себя!

					1.	Сколько окружностей могут иметь центром данную точку:

						A. Ни одной. B. Одна.

						C. Две.	D. Бесконечно много?

					2.	Сколько окружностей можно провести через одну точку:

						A. Одну.	B. Две.	C. Три.	D. Бесконечно много?

					3.	Сколько окружностей можно провести через две точки:

						A. Ни одной.	B. Одну.	C. Две.	D. Бесконечно много?

					4.	Какому соотношению удовлетворяют точки M, лежащие вне круга с центром в точке O и радиусом R:

						A. OM ≥ R.	B. OM > R.	C. OM ≤ R.	D. OM< R?
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								Ðèñ. 23.13

							

						

					

				

			

			
				
					 5.	Какому соотношению удовлетворяют точки K, лежащие внутри круга с центром в точке O и радиусом R:

					A. OK ≤ R.	B. OK ≥ R.	C. OK < R.	D. OK > R?

					 6.	Диаметр окружности равен 10 см. Как располагается относи-тельно этой окружности прямая, если она удалена от центра окружности на 3 см:

					A. Не пересекает.	

					B. Пересекает. 

					C. Касается.	

					D. Нельзя определить?

					 7.	Диаметр окружности равен 8 см. Как располагается относи-тельно этой окружности прямая, если она удалена от центра окружности на 4 см:

					A. Не пересекает.	

					B. Пересекает.

					C. Касается.	

					D. Нельзя определить?

					 8.	Диаметр окружности равен 6 см. Как располагается относи-тельно этой окружности прямая, если она удалена от центра окружности на 5 см:

					A. Не имеет с окружностью ни одной общей точки.

					B. Пересекает.	

					C. Касается.	

					D. Нельзя определить?

					 9.	Радиусы двух окружностей равны 10 см и 15 см. Расстояние между их центрами равно 20 см. Как эти окружности распола-гаются относительно друг друга:

					A. Не имеют общих точек.

					B. Пересекаются.

					C. Касаются внутренним образом.

					D. Касаются внешним образом?

					10.	Радиусы двух окружностей равны 6 см и 8 см. Расстояние меж-ду их центрами равно 14 см. Как эти окружности располагают-ся относительно друг друга:

					A. Не имеют общих точек.

					B. Пересекаются.

					C. Касаются внутренним образом.

					D. Касаются внешним образом?
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					23.12.	Используя рисунок 23.13, постройте касательную к дан-ной окружности, проходящую через данную точку вне этой окружности.

					
						
							[image: ]
						

						
							
								[image: ]
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								Подготовьте сообщение

							

						

						
							
								23.13.	Популярная задача на построение c помощью циркуля и линейки в V в. до н. э. “Задача об удвоении куба”, которая называется Делосской.

								23.14.	а) Что называется параболой? Оптическое свойство параболы. 

									б) Что называется эллипсом? Оптическое свойство эллипса. 

									в) Что называется гиперболой? Оптическое свойство гипер-болы. 

							

						

					

					Проверь себя!

					1.	Сколько окружностей могут иметь центром данную точку:

						A. Ни одной. B. Одна.

						C. Две.	D. Бесконечно много?

					2.	Сколько окружностей можно провести через одну точку:

						A. Одну.	B. Две.	C. Три.	D. Бесконечно много?

					3.	Сколько окружностей можно провести через две точки:

						A. Ни одной.	B. Одну.	C. Две.	D. Бесконечно много?

					4.	Какому соотношению удовлетворяют точки M, лежащие вне круга с центром в точке O и радиусом R:

						A. OM ≥ R.	B. OM > R.	C. OM ≤ R.	D. OM< R?
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								Ðèñ. 23.13

							

						

					

				

			

			
				
					 5.	Какому соотношению удовлетворяют точки K, лежащие внутри круга с центром в точке O и радиусом R:

					A. OK ≤ R.	B. OK ≥ R.	C. OK < R.	D. OK > R?

					 6.	Диаметр окружности равен 10 см. Как располагается относи-тельно этой окружности прямая, если она удалена от центра окружности на 3 см:

					A. Не пересекает.	

					B. Пересекает. 

					C. Касается.	

					D. Нельзя определить?

					 7.	Диаметр окружности равен 8 см. Как располагается относи-тельно этой окружности прямая, если она удалена от центра окружности на 4 см:

					A. Не пересекает.	

					B. Пересекает.

					C. Касается.	

					D. Нельзя определить?

					 8.	Диаметр окружности равен 6 см. Как располагается относи-тельно этой окружности прямая, если она удалена от центра окружности на 5 см:

					A. Не имеет с окружностью ни одной общей точки.

					B. Пересекает.	

					C. Касается.	

					D. Нельзя определить?

					 9.	Радиусы двух окружностей равны 10 см и 15 см. Расстояние между их центрами равно 20 см. Как эти окружности распола-гаются относительно друг друга:

					A. Не имеют общих точек.

					B. Пересекаются.

					C. Касаются внутренним образом.

					D. Касаются внешним образом?

					10.	Радиусы двух окружностей равны 6 см и 8 см. Расстояние меж-ду их центрами равно 14 см. Как эти окружности располагают-ся относительно друг друга:

					A. Не имеют общих точек.

					B. Пересекаются.

					C. Касаются внутренним образом.

					D. Касаются внешним образом?
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				11.	Радиусы двух окружностей равны 10 см и 20 см. Расстояние между их центрами равно 10 см. Как эти окружности распола-гаются относительно друг друга:

				A. Не имеют общих точек.

				B. Пересекаются.

				C. Касаются внутренним образом.

				D. Касаются внешним образом?

				12.	Какое соотношение выполняется для двух окружностей с цент-рами O1, O2 и радиусами R1, R2 соответственно, касающихся внешним образом:

				A. O1O2 < R1+R2.	

				B. O1O2 = R1+R2.

				C. O1O2 > R1+R2.	

				D. O1O2 = |R1 – R2|?

				13.	Какое соотношение выполняется для двух окружностей с цент-рами O1, O2 и радиусами R1, R2 соответственно, касающихся внутренним образом:

				A. O1O2 = |R1 – R2|.	

				B. O1O2 > |R1 – R2|.

				C. O1O2 < |R1 – R2|.	

				D. O1O2 = R1+R2?

				14.	Радиусы двух окружностей, имеющих общий центр, относятся как 2:3. Найдите их диаметры, если ширина соответствующего кольца равна 5 см:

				A. 2 см и 3 см.	

				B. 15 см и 20 см.

				C. 10 см и 15 см.	

				D. 30 см и 20 см.

				15.	Из точки вне окружности проведены к ней две касательные. Кратчайшее расстояние от этой точки до окружности равно ра-диусу окружности. Найдите угол между касательными:

				A. 30°.	B. 45°.	C. 60°.	D. 120°.

				16.	Из данной на окружности точки проведены две хорды, каждая из которых равна радиусу окружности. Найдите угол между ними:

				A. 30°.	B. 45°.	C. 90°.	D. 120°.

				17.	Наибольшее и наименьшее расстояния от данной точки, лежа-щей вне окружности, до точек окружности равны соответствен-но 50 см и 30 см. Найдите радиус данной окружности:

				A. 10 см. B. 20 см. C. 30 см.	D. 40 см.
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				18.	Наибольшее и наименьшее расстояния от данной точки, лежа-щей внутри окружности, до точек окружности равны соответ-ственно 50 см и 30 см. Найдите радиус этой окружности:

				A. 30 см.	B. 40 см.	C. 50 см.	D. 80 см.

				19.	Касательные, проведенные из данной точки к окружности радиуса 8 см, образуют между собой прямой угол. Найдите от-резки этих касательных (заключены между данной точкой и точками касания):

				A. 4 см.	B. 8 см.	C. 12 см.	D. 16 см.

				20.	Касательные, проведенные из данной точки к окружности, об-разуют между собой угол в 60°. Расстояние от данной точки до центра окружности равно 24 см. Найдите радиус окружности:

				A. 6 см.	B 8 см.	C. 12 см.	D. 24 см.
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				ГЛОССАРИЙ

				Аксиома — утверждение, принимаемое без доказательства.

				Биссектриса треугольника — отрезок биссектрисы угла треуголь-ника, соединяющий вершину с точкой противоположной стороны.

				Биссектриса угла — луч, выходящий из вершины угла и делящий его пополам.

				Вертикальные углы — два угла, стороны одного из которых допол-няют до прямых стороны другого угла.

				Внешний угол треугольника — угол, смежный с углом треугольника.

				Высота треугольника — отрезок, соединяющий вершину треуголь-ника с точкой противоположной стороны или ее продолжения и перпен-дикулярный этой стороне.

				Геометрическое место точек — фигура, состоящая из всех точек, удовлетворяющих заданному свойству или нескольким заданным свой-ствам.

				Гипотенуза — сторона прямоугольного треугольника, противолежа-щая прямому углу.

				Градус — величина (градусная мера) угла, равного  части развер-нутого угла.

				Градусная величина угла — положительное число, которое показыва-ет, сколько раз угол в один градус и его части укладываются в этом углу.

				Диаметр окружности — хорда, проходящая через центр окружности.

				Длина отрезка — положительное число, показывающее, сколько раз единичный отрезок и его части укладываются в данном отрезке.

				Дуга окружности — часть окружности, расположенная внутри цен-трального угла.

				Касательная к окружности — прямая, имеющая с окружностью одну общую точку.

				Катет — стороны прямоугольного треугольника, образующие прямой угол.

				Концентрические окружности — окружности, имеющие общий центр.

				Круг — фигура, состоящая из всех точек плоскости, удаленных от данной точки на расстояние, не превосходящее данное.

				Круговой сектор — часть круга, расположенная внутри центрального угла.

				Луч или полупрямая — часть прямой, состоящая из данной точки и всех точек, лежащих от нее по одну сторону.

				Медиана треугольника — отрезок, соединяющий вершину треуголь-ника с серединой противоположной стороны.

				Наклонная — отрезок, проведенный из данной точки к данной пря-мой и не перпендикулярный этой прямой.

				Окружность — геометрическая фигура, состоящая из всех точек, рас-положенных на заданном расстоянии от данной точки.

				Окружность, вписанная в треугольник, — окружность, касающаяся всех сторон треугольника.
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				Окружность, описанная около треугольника, — окружность, прохо-дящая через все вершины треугольника.

				Определение — предложение, в котором разъясняется смысл того или иного понятия или выражения.

				Остроугольный треугольник — треугольник, у которого все углы острые.

				Острый угол — угол, меньший прямого угла.

				Отрезок — часть прямой, состоящая из двух данных точек и всех точек, лежащих между ними.

				Параллельные прямые — две прямые плоскости, не имеющие общих точек.

				Периметр треугольника — сумма длин сторон треугольника.

				Перпендикуляр — отрезок, проведенный из данной точки к данной прямой и перпендикулярный этой прямой.

				Перпендикулярные прямые — две прямые, образующие прямой угол.

				Полуплоскость — часть плоскости, состоящая из точек данной пря-мой и точек, лежащих по одну сторону от этой прямой. 

				Правильный треугольник — треугольник, у которого все стороны равны и все углы равны.

				Прямой угол — угол, равный половине развернутого, или угол, рав-ный своему смежному углу.

				Прямоугольный треугольник — треугольник, у которого есть прямой угол.

				Равнобедренный треугольник — треугольник, у которого две стороны равны.

				Равносторонний треугольник — треугольник, у которого все стороны равны.

				Радиус окружности — отрезок, соединяющий центр окружности с ка-кой-либо ее точкой.

				Развернутый угол — угол, у которого стороны вместе составляют прямую.

				Разносторонний треугольник — треугольник, у которого стороны попарно не равны.

				Середина отрезка — точка, делящая отрезок на две равные части.

				Серединный перпендикуляр к отрезку — прямая, перпендикулярная отрезку и проходящая через его середину.

				Смежные углы — два угла, у которых одна сторона общая, а две дру-гие составляют вместе прямую.

				Средняя линия треугольника — отрезок, соединяющий середины двух сторон треугольника. 

				Теорема — утверждение, истинность которого устанавливается с по-мощью рассуждения — доказательства.

				Точка касания — общая точка касательной и окружности или двух окружностей.

				Транспортир — инструмент для измерения величин углов.

			

		

	
		
			[image: ]
		

		
			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

		

		
			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

			
				[image: ]
			

		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			
				Треугольник — фигура, образованная тремя точками, не принадле-жащими одной прямой, и тремя отрезками, попарно соединяющими эти точки.

				Тупой угол — угол, больший прямого угла, но меньший развернутого угла.

				Тупоугольный треугольник — треугольник, у которого есть тупой угол.

				Угол — фигура, образованная двумя лучами с общей вершиной и од-ной из частей плоскости, ограниченной этими лучами.

				Угол между пересекающимися прямыми — наименьший из углов, образованных лучами, на которые делятся данные прямые точкой их пересечения.

				Угол треугольника — угол, вершиной которого является вершина треугольника, а его стороны содержат стороны треугольника.

				Хорда окружности — отрезок, соединяющий произвольные две точки окружности.

				Центр окружности, вписанной в треугольник, — точка пересечения биссектрис этого треугольника.

				Центр окружности, описанной около треугольника, — точка пересе-чения серединных перпендикуляров к сторонам треугольника.

				Центральный угол окружности — угол между двумя радиусами окружности.

				Циркуль — инструмент для построения окружностей и дуг окружно-стей.
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				ОТВЕТЫ

				Глава 1. Начальные геометрические сведения

				1.2. Точки A, B, C, D принадлежат одной прямой. 1.3. Три. 1.4. а) 6; б) 10; в) 15. 1.5. а) 5 прямых, 10 точек попарных пересечений; б) 7 прямых, 21 точка попарных пересечений. 1.7. b, c, d, e, g, h, p, q, r. 1.8. Прямые a, b, c, d пересекаются в одной точке. 1.9. Ни одной точки, одну точку, две точки, три точки. 1.13. Айжан, Берик, Сауле, Даурен. 1.14. а) 3; б) 6; в) 1; г) . 1.15. а) 3; б) 6; в) 10; г) . 2.1. Бесконечно много. 2.2. Два. 2.3. АВ и АС, BA и BC. 2.6. а) и д), б) и е), в) и г). 2.7. Точки С и D лежат по одну сторону от точки А. 2.10. 5, 4, 1, 6, 3, 2. 2.13. а) 6; б) 8; в) 10; г) *2n. 2.14. а) 3; б) 6; в) 10; г) *.2.15. Отрезки AB и CD равны. 3.3. 6 см. 12.4. 6 см. 3.5. а) 5 см; б) 7 дм; в) 17 м. 3.6. а) 8 см; б) 20,5 см; в) 4,5 см; г) 12,5 см. 3.7. Точка В лежит между точками А и С. 3.8. Нет. 12.9. Нет. 3.10. Нет. 3.11. а) 15 см; б) 5 см. 3.12. AB = 2CD. 3.13. 2 см и 4 см. 3.14. а) 9 см и 6 см; б) 10 см и 5 см; в) 6 см и 9 см. 3.15. 8,5 см. 3.16. а) 40 мм; б) 80 мм; в) 20 мм. 3.17. Сложить ленту пополам, а затем еще раз пополам. Полученную четверь ленты отрезать. Оставшаяся часть будет иметь длину 150 см. 3.18. 3 км или 7 км. 3.19. 14 см. 3.20. Более одно-го миллиона километров. 4.2. а), г), е) Да; б), в), д) нет. 4.3. 4. 4.4. 6. 4.5. 8. 4.7. Точка A принадлежит стороне угла; точка D лежит внутри угла. 4.8. 12. 4.9. 2. 4.10. 1. 4.11. а) 6; б) 4. 4.12. 7. 4.13. 11. 4.14. 6. 4.15. AOB и BOD, AOB и AOE, AOF и AOC, AOF и FOD, BOC и BOF, BOC и COE. 4.16. AOB и EOD, AOF и DOC, BOC и EOF, BOF и COE. 4.17. 2n. 4.18. а) 2; б) 3; в) 4; г)*n. 4.19. а) 2; б) 3; в) 4; г)*n. 4.20. +1. 5.1. а), д) и и); б), г) и з); в), е) и ж). 5.2. Угол PQR. 5.3. 3, 2, 5, 6, 1, 4. 5.5. а) Да; б) нет. 5.6. 30°, 150°, 150°. 5.7. 6. 5.8. а) 3; б) 2; в) 1. 5.9. а), в) Нет; б) да. 5.14. 70°. 5.17. а) e; б) f; в) g; г) h. 5.18. Восток или запад. 5.19. а) Нет; б) да, сумма указанных углов должна быть равна 180°. 5.22. 80° и 100°. 5.23. 36° и 144°. 5.24. 126°. 5.25. Нет. 6.1. а) 90°; б) 45°; в) 135°; г) 180°; д) 90°; е) 45°; ж) 135°. 6. 2. 40°, 70°, 160°, 30°, 120°, 90°. 6.5. 135°. 15.7. 45°. 6.8. 30°. 6.9. 45°. 6.10. 90°. 6.11. 142°. 6.12. 120° и 60°. 6.13. а) 105° и 75°; б) 110° и 70°; в) 36° и 144°; г) 90° и 90°. 6.14. а) 72° и 108°; б) 54° и 126°; в) 55° и 125°; г) 88° и 92°. 6.15. 120°. 6.16. 180°. 6.17. 40°, 120°, 140°, 80°, 100°, 20°. 6.18. а) 36°; б) 30°. 6.19. а) 20°; б) 18°. 6.20. 5°. 6.21. 3 оборота. 6.22. а) 90°; б) 180°; в) 150°. 6.23. а) 120°; б) 60°; в) 300°. 6.24. а) 30°; б) 15°; в) 10°. 6.26. 120°. 6.27. 6 ч. 6.28. 0,5°. 

				
					[image: ]
				

				Глава 2. Треугольники

				7.1. ABC, ADC, BDC, BDE, CDE. 7.2. а), в), д) и з); б) и е). 7.3. а), б), в) Нет. 7.4. а), б), в) 3. 7.5. а), б) Нет; в) да. 7.7. EF = 5 см, FG = 6 см, EG = 7 см. 7. 8. ∠E = 40°, ∠F=60°, ∠G=80°. 7.9. PQ=XY=5 см, BC = YZ = 6 см, AC = PR = 7 см. 7.14. 75 см. 7.15.20 см и 10 см. 7.16. 12 см, 18 см и 24 см. 7.17. 30. 7.18. 35. 8.1. Да. 8.2. Да. 8.3. 3 см. 8.4. Да. 8.5. 5 см. 8.6. ABD и CBE. 8.7. Да, EPH и FPG, EPG и FPH, EGH и FHG, EFH и FEG. 8.9. 4 см. 8.14. Расстояния равны. 8.15. Нет. 9.1. Да. 9.2. а) AB = CD, BC = AD; б) AB = AD, CB = CD. 9.3. а) ABC и ADC; б) ABD и CDB; в) ABD и CBE; г) AOD и BOC, ACD и BDC; д) ACD и BCE, ABE и BAD; AOE и BOD; е) AOD и BOC, ABD и BAC. 9.11. AHB и CPD, ABC и CDA, BHC и DPA. 9.12. AB = 11 см, BC = 19 см. 9.15. 13 см. 9.16. 4 см. 9.17. 40°. 10.1. а) ABC, 
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				AOB, AOC, BOC; б) MPN, PNQ, NQK, MNK. 10.5. а) Два треугольника, AO = AB, A1O = A1B1; б) два треугольника, HG = HF, EG = EF; в) три треугольника, LMP, KLM, NLM. 10.11. а) 3,2 м, 6, 2 м, 6,2 м; б) 7,2 м, 4,2 м, 4,2 м. 10.12. 6 см, 16 см, 16 см. 10.13. Да. 10.14. а), б), в) Да. 10.24. 15 м. 11.1. а) ADC и BDC; б) EFH и GFH; в) KLN и MNL; г) POR и QOR, POS и QOS, PRS и QRS; д) AOD и BOC, ABD и BAC, ACD и BDC; е) KLS и NMS, KMS и NLS; ж) AOB, BOC, COD, AOD; ABD, BCD, ADC, DAB. 11.3. 31°. 11.4. 59°. 12.1. а), б), в) Да. 12.2. а), б) Да. 12.3. Ту-пыми. 12.4. а), в) Нет; б) да. 12.5. Острым, прямым, тупым. 12.6. ∠A>∠C>∠B. 12.7. а) A; б) A; в) B. 12.8. Угол 1 больше угла 2. 12.9. а) BC>AC>AB; б) BC>AC = AB. 12.15. AB>BC. 13.3. 1, 4, 5 и 2, 3, 7. 13.4. а) Да; б) нет. 13.5. Нет. 13.6. Да. 13.7. 5 см. 

				Глава 3. Взаимное расположение прямых

				14.1. Один. 14.2. Две. 14.3. Нет. 14.4. Нет. 14.6. 0,5. 14.7. 3. 14.8. 4. 14.9. а), б) AВ1. 15.1. 4. 15.2. Нет. 15.3. Да. 15.4. Да. 15.6. a и f, b и e, c и g, d и h, p и q. 15.7. c и d. 15.10. а) 118°; б) 70°; в) 65°. 15.11. а) 150°, 30°; б) 55°, 125°. 15.12. 75° и 105°. 16.1. 60°. 16.2. 45°. 16.3. 60°. 16.4. 61°. 16.5. 30°. 16.6. 54°. 16.7. 100°. 16.8. 30°. 16.9. а) 130°; б) 120°; в) 120°; г) 18°. 16.10. 41° и 41°. 16.11. 120°. 16.12. 30°. 16.13. 40°. 16.14. 64°. 16.15. 115°. 16.16. 69°. 16.17. 140°. 16.18. 51°. 16.19. 60° и 30°. 16.20. 360°. 16.23. 180°. 16.24. 10°. 16.25. 38°. 16.26. 48°. 16.27. 52°. 16.28. 74°. 16.29. 48°. 16.30. 120°. 16.31. 45°. 16.32. 60°. 16.33. 15°. 16.34. 3 см. 17.1. а), б) Нет. 17.2. а), б), в) Нет. 17.3. 10 см. 17.4. а) 6 см; б) 8 см. 17.5. Отрезок AB является кратчайшим путем. 17.6. 29 см. 17.7. 4 см, 8 см, 8 см. 17.16. В точке пересечения отрезков AC и BD.

				Глава 4. Окружность. Геометрические построения

				18.1. а) ОА > R; б) OA > R. 18.2. Окружность. 18.3. Бесконеч-но много. 18.4. 110 мм. 18.5. 30 см. 18.6. а) 0,5 м, 0,6 м, 0,7 м, 1 м; б) 2,5 м, 3 м, 3,5 м, 5 м. 18.7. . 18.8. а) 5 м; б) 6 м; в) 7 м; г) 10 м. 18.10. 1 см.18.12. Бесконечно много. 18.14. 60°. 18.15. d – R, d + R. 18.16. 15 см. 18.17. R – d,R + d. 18.18. 12 см. 19.1. Хорда. 19.2. а) Ни одной; б) две; в) одну. 19.3. Беско-нечно много. 19.4. Две. 19.5. 90°. 19.6. а) Пересекаются; б) касаются; в) не имеют общих точек. 19.9. Параллельны. 19.10. 4. 19.11. а) 3; б) 4. 19.14. На две равные части. 20.2. а) 2 см; б) 8 см. 20.3. а) Касаются внешним образом; б) не имеют общих точек, одна находится внутри другой. 20.4. а) Касаются внутренним об-разом; б) не имеют общих точек, одна находится внутри другой. 20.5. а) 10 см; б) 2 см. 20.8. d– R1 – R2, d+ R1 + R2. 20.9. R1 – d –R2, R1 + d +R2, 20.10. 50. 20.14. а), б), в) Да. 20.15. Нет. 20.16. а) 2; б) 6; в) 12; г) n(n – 1). 20.17. а) 4; б) 8; в) 14. 20.18. 378 млн. км и 78 млн. км. 21.4. Да. 21.6. В точке пересечения биссектрисы угла, образованного дорогами, и серединного перпендикуляра к отрезку, соединяю-щему два дуба. 21.8. а) Полуплоскость, ограниченная серединным перпендикуляром к отрезку AB, содержащая точку A; б) ГМТ полуплоскости, ограниченной середин-ным перпендикуляром к отрезку AB, содержащая точку A, не принадлежащих самому серединному перпендикуляру. 21.12. Серединный перпендикуляр к отрезку AB. 21.13. Серединный перпендикуляр к отрезку AB без середины этого отрезка. 21.15. Две перпендикулярные прямые, содержащие биссектрисы углов, образо-ванных данными прямыми, без их точки пересечения. 21.16. Окружность радиуса 2R. 21.17. Две концентрические окружности радиусов R + R1 и |R – R1|. 22.1. Нет. 22.2. а), б), в) Да. 22.5. а) 2; б) 3; в) 4. 22.6. Посередине между домами A и B. 22.9. Равнобедренный. 22.10. Равнобедренный. 22.11. Равносторонний. 22.12. 28 см. 22.13. 5 см. 22.14. 4 см. 22.15. 2 см.
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