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				Алғы сөз

				Құрметтi оқушылар! Сендерге ұсынылып отырған оқулық 10-сы-ныпта өткен “Алгебра және анализ бастамалары” курсының жалғасы болып табылады.

				11-сыныпта сендер алғашқы функция және интеграл, иррационал теңдеулер, көрсеткiштiк және логарифмдiк функциялар, көрсеткіштік және логарифмдік теңдеулер мен теңсіздіктер ұғымдарымен таныса-сыңдар. Сонымен қатар, дәреже мен түбір, дәрежелiк функция, матема-тикалық статистика элементтері бойынша білімдеріңді кеңейтесіңдер.

				Иррационал теңдеулердi, көрсеткiштiк, логарифмдiк теңдеулер мен теңсiздiктер және олардың жүйелерiн шешудi, сонымен қатар,жазық фигуралардың ауданын анықталған интеграл арқылы табуды үйренесiңдер.

				Оқулық 6 тараудан, 22 параграфтан тұрады.

				Әрбiр параграфтың алдында жаңа білімді меңгеруге арналған тірек ұғымдар берілген.

				Материалды меңгеру процесiне оқушыларды белсене қатыстыру мақсатында параграфтың iшiнде өздiгiнен орындауға арналған сұрақтар мен тапсырмалар ұсынылған.

				Параграфтың соңында оқушылардың тақырып бойынша бiлiмдерiн тиянақтауға арналған сұрақтар берiлген.

				Жаттығулар тобы А және В деңгейiнен тұрады. А деңгейiндегi тап-сырмалар толығымен орындалғаннан кейiн В деңгейiнiң тапсырмалары қарастырылады. Сонымен қатар, 11-сынып алгебра және анализ баста-малары курсын қайталауға арналған жаттығулар ұсынылған.

				Өзiн-өзi тексеру үшiн әрбiр тараудың соңында тест тапсырмалары және математикалық сауаттылық бойынша тапсырмалар берілген.

				Оқулықтың соңында глоссарий, сондай-ақ, жаттығулардың шешiмiн тексеру үшiн есептердiң жауаптары келтiрiлген.
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				10-сыныптағы алгебра және анализ бастамалары курсын қайталауға арналған жаттығулар

				1.	Функцияның графигiн салыңдар:

					1) y = 1 – cos;	2) y = 3sin;

				
					[image: ]
				

					3) y = cos2x + sin2x + 1;	4) y = 2tg – 2.

				2.	Функцияның графигiн салыңдар:

					1) y = ;	2) y = ;
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					3) y = 4tgx · ctgx – 5;	4) y = 3 – .

				3.	Функцияның ең кiшi оң периодын табыңдар:

					1) 2sin0,25x + sin;	2) 2cos + cos90° – 2; 
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					3) tg0,125x + 4;	4) ctg + 6sin180°.

				4.	Теңдеудi шешiңдер:

					1) sin2x – 10sinx = 0;	2) sin3x = sinx;

					3) cos2x + 0,1cosx = 0;	4) cos15x = cos3x;

					5) 4cos2x = sinx cosx;	6) 2sin2x = 3sinx.

				5.	Теңдеудi шешiңдер:

					1) sinx + sin2x = 2cos2x + cosx; 2) sin2x – 0,25 = 0;

					3) sin2x – 1,5sinx = –0,5;	4) cos2x – 0,5cosx = 0,5;

					5) sin22x – sin4x = 3cos22x;	6) 3sin23x + sin6x – cos23x = 0.

				6.	Теңсiздiктi шешiңдер:

					1) cos l ;	2) sin m ; 
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					3) tg > ;	4) cos2 – sin2m 0; 

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

					5) cossin l 0,25;	6) ctg < . 
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				7.	Функцияның анықталу облысын табыңдар: 

					1) y = arcsin; 2) y = arcsin(x – 3) + .
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				8.	Егер f(x) = x3 – 1, g(x) = sinx және q(x) =  болса, онда мына күрделi функцияларды құрастырыңдар:

					1) f(g(x));	2) f(q(x));	3) q(g(x));

					4) g(f(x));	5) f(g(q(x)));	6) g(q(f(x))).
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				 9.	y = f(x) функциясының туындысын табыңдар:

					1) f(x) = 10 – 10x7 + 2,5x10;	2) f(x) = ;

					3) f(x) = ;	4) f(x) = (2x – x3);
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					5) f(x) = 6cos3(4 – 3x);	6) f(x) = sin(4 – 3x)tg(4 – 3x);

					7) f(x) = ;	8) f(x) = .
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				10.	y = f(x) функциясы туындысының х0 нүктесiндегi мәнiн табыңдар:

					1) f(x) = 4x3 – x4 + 10, х0 = –1;	2) f(x) = , х0 = 3; 

					3) f(x) = cos23x + tgx, х0 = ;	4) f(x) = , х0 = 2. 
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				11.	1) y = x3 + x функциясы графигiне абсциссасы 2-ге тең болатын нүкте арқылы жүргiзiлген жанаманың теңдеуiн жазыңдар.

					2) y = 3x3 – 2 функциясы графигiнiң қандай нүктесi арқылы жүр-гiзiлген жанама абсцисса осiне параллель болады?

					3) у = х2 – 5х + 4 функциясы графигiне жүргiзiлген жанаманың абсцисса осiмен құрайтын бұрышының тангенсiн табыңдар. 

				12.	1) Егер f(x) = x2 + 3x – 39 болса, онда f(x) + f′(x) = 0 теңдеуiн шешiңдер;

					2) егер f(x) = –x2 – 6x + 6 болса, онда f(x) – f′(x) > 0 теңсiздiгiн шешiңдер.

				13.	Функцияның бiрсарындылық аралықтарын табыңдар:

					1) f(x) = ;	2) f(x) = ;
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					3) f(x) = ;	4) f(x) = ;
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					5) f(x) =  · (x + 4);	6) f(x) =  · (5 – x). 
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				14.	Функцияның сындық, максимум және минимум нүктелерiн табың-дар: 

					1) y = 0,25x4 – x + 9;	2) y = 5x4 – x3 – 11. 

				15.	Функцияның өсу және кему аралықтарын, экстремумдарын табың-дар:

					1) y = 5x2 + 3x – 2;	2) y = 4x3 – 3x + 1;

					3) y = ;	4) y = .
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				16.	Функцияның кему аралықтарын, максимум және минимум нүкте-лерiн табыңдар: 

					1) y′ = (x – 5) · (x + 1)3 · (x – 2)4; 2) y′ = (x + 1,5) · (x – 1,5)2 · (x – 2)3. 
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				17.	Функцияны зерттеңдер және графигiн салыңдар:

					1) y = 2x2 – 3x; 2) y = x3 + 6x;	3) y = ; 4) y = –.
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				18.	 “Жанды геометрия” немесе “GeoGebra” бағдарламасын қолда-нып функцияның графигін салыңдар:

					1) y = ; 2) y = ; 
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					3) y = 5 – 2; 4) y = 3 + 2.
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					График бойынша функцияның қасиеттерін атаңдар.

				19.	 “Жанды геометрия” немесе “GeoGebra” бағдарламасын қолданып функцияның графигін салыңдар:

					1) y = –2cos + 3;	2) y = –2 + 5sin;
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					3) y = 4 – 2sin2.

				Математикалық сауаттылық бойынша тапсырмалар

				20.	Диаграммада 2019 жылдың 1—20 тамызы аралығында “Спорт жаңалықтары” сайтын қараған адамдар саны берілген (1-сурет). Горизонталь сызық бойымен айдың күндері, вертикаль сызық бойы-мен адам саны көрсетілген. 

				1-сурет

					1) Айдың қай күндері “Спорт жаңалықтары” сайтын адамдар ең көп қараған? 
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					2) Қанша күн сайтты қараған адамдар саны 600 000-нан кем болды? 

					3) Сайтқа кірушілер саны 700 000-нан кем болмаған күндер санын табыңдар. 

					4) Сайтқа кірушілердің ең аз саны сайтқа кірушілердің ең көп санының қанша пайызын құрайтынын табыңдар.

				21.	Массасы 100 кг болатын қорытпа құрамы 2-суретте берілген. 

					1) Қорытпадағы мыс пен мырыш қанша килограмды құрайды?

					2) Қорытпада қанша килограмм темір бар?

				22.	Диаграммада бастапқы салым сомасы мен А және В банктеріндегі жылдық өсімді ескергендегі салым сомасы туралы деректер берілген (3-сурет). 

				3-сурет

					1) А және В банктеріндегі салым сомасының жылдық пайыздық өсімін табыңдар.

					2) А және В банктеріндегі жылдық пайыздық өсімдер арасындағы айырмашылықты табыңдар.

				23.	4-суретте тұрғын үй кешеніндегі пәтерлер саны көрсетілген. 

					

				4-сурет
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					1) Бір бөлмелі пәтерлер саны жалпы пәтерлер санының қанша пайызын құрайды:

					А) 30%;	В) 45%;	С) 35%;	D) 36%;	Е) 50%?

					2) Бір бөлмелі пәтерлер саны төрт бөлмелі пәтерлер санынан қанша есе артық: 

					А) 3,5 есе; В) 3,6 есе; С) 4 есе; D) 2,5 есе; Е) 4,5 есе?

				24.	Диаграммада туристердің төрт күнде жүрген жолы туралы мәлі-меттер көрсетілген (5-сурет). Үшінші күні туристердің жүрген жолы төрт күнде жүрген жолдың бестен бір бөлігіне тең. Туристердің үшінші күні жүрген жолын табыңдар: 

				5-сурет

					А) 15 км;	В) 20 км;	С) 16 км;	D) 15,5 км;	Е) 17 км.

				25.	6-суретте төрт бригаданың жөндеген жолдарының ұзындығы кел-тірілген. Егер екінші бригаданың жөндеген жолының ұзындығы барлық жөнделген жолдың ұзындығының төрттен біріне тең болса, онда екінші бригада қанша километр жол жөндегенін табыңдар: 

				6-сурет

					А) 60 км;	В) 55 км;	С) 45 км;	D) 50 км;	Е) 53 км.

				 

				Функция ұғымы, функцияның шегi, туынды, күрделi функцияның туындысы, туындыны есептеу ережелерi, туындының геометриялық және физикалық мағынасы, функциялар туындысының кестесi. 

				
					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						
							50

						

					

					
						
							х

						

					

					
						
							49

						

					

					
						
							51

						

					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						
							төртінші бригада

							үшінші бригада

							екінші бригада

							бірінші бригада

						

					

				

				
					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						
							4-күн

							3-күн

							2-күн

							1-күн

						

					

					
						
							21 км

						

					

					
						
							х км

						

					

					
						
							18 км

						

					

					
						
							25 км

						

					

				

				
					[image: ]
				

			

		

	
		
			
				9

			

		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			
				§ 1. Алғашқы функция және анықталмаған интеграл. Анықталмаған интеграл қасиеттері

					Сендер алғашқы функция ұғымымен танысасыңдар және функцияның алғашқы функциясын табуды үйренесіңдер.

				
					
						[image: ]
					

					
						
							1. f(x) = x9 функциясының туындысы f′(x) = 9x8.

							2. f′(x) = 6x5 қандай да бiр функцияның туындысы болсын. 

							Функцияның туындысы бойынша бiлiмдi қолданып, оның f(x) = x6 функция-сының туындысы екенiн аламыз.

						

					

					
						[image: ]
					

				

				Туынды бойынша табуға болатын функцияны алғашқы функция дейді.

				Анықтама. Х жиынынан алған кез келген х үшiн 

					F′(x) = f(х)	(1)

				теңдiгi орындалса, онда F(х) функциясы осы жиында f(х) функция-сының алғашқы функциясы деп аталады.

				
					
						[image: ]
					

					
						
							2. Кез келген х ∈(0; +∞) үшiн F(х) =  + 1 функциясы f(x) = = – функциясының алғашқы функциясы болатынын дәлелдейiк.

							
								[image: ]
							

							Дәлелдеу. Ол үшiн алғашқы функцияның анықтамасы бойынша F(х) =  + 1 функциясының туындысын табамыз:

							F′(х) =  =  + 1′ = –, мұндағы х ≠ 0.

							
								[image: ]
							

							Демек, кез келген х ∈ (0; +∞) үшiн f(х) =  + 1 функциясы f(х) = – функция-сының алғашқы функциясы болады.
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							1. Кез келген х ∈(–∞; +∞) үшiн F(х) = х5 – 5х функциясы f(х) = 5х4 – 5 функциясының алғашқы функциясы болатынын дәлелдейiк.

							Дәлелдеу. Алғашқы функцияның анықтамасы бойынша F(х) = х5 – 5х функция-сының туындысын табамыз:

							F′(x) = (х5 – 5х)′ = (х5)′ – (5х)′ = 5х4 – 5.

							Демек, кез келген х ∈(–∞; +∞) үшiн F(х) = х5 – 5х функциясы f(х) = 5х4 – 5 функциясының алғашқы функциясы болады.
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				Егер f(х) = – және f(х) =  функцияларын (–∞; 0) немесе (0; +∞) интервалдарында қарастырсақ, онда f(х) = – функциясы f(х) =  функциясының алғашқы функциясы болады, себебi F′(х) = f(х) теңдiгi (–∞; 0) немесе (0; +∞) интервалдарының кез келген нүктесiнде орындалады.
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				Функцияның туындысы бойынша алғашқы функциясын табу интег-ралдау деп аталады.

				Интегралдау амалы — дифференциалдау амалына керi амал. Ин-тегралдаудың негiзгi мақсаты функцияның барлық алғашқы функция-ларын табу болып табылады. 

				Мысалы, f(х) = х2 функциясының алғашқы функциясы ретiнде F(x) =  функциясын ғана емес, G(x) =  – 4, Q(x) =  + 0,9, K(x) =  –  және т.с.с. функцияларды алуға болады. Себебi бұл алғашқы функциялардың туындысын табатын болсақ, барлық жағдайда да f(х) = х2 функциясына келемiз. Олай болса, кез келген f(х) функциясы үшiн алғашқы функция бар болатын болса, онда оның шексiз көп алғашқы функцияларын табуға болады.
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				Алғашқы функцияның негiзгi қасиетiн берейік.

				Теорема. Егер F(х) функциясы X аралығында f(х) функциясының алғашқы функцияларының бiрi болса, онда бұл функцияның барлық алғашқы функцияларының жиыны 

					G(х) = F(х) + С	(1)

				формуласымен табылады.
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							Берiлген функцияның туындысын табу дифференциалдау деп аталатыны белгiлi. 
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							3. Барлық нақты сандар жиынында f(х) = – функциясы f(х) =  функциясының алғашқы функциясы болмайтынын дәлелдейiк.
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							Дәлелдеу. Алғашқы функцияның анықтамасы бойынша F′(х) = f(х). Сондықтан f(х) = – функциясының туындысын табамыз:

							F′(х) = ′ = –3 · (x–2)′ = 6x–3 = , мұндағы х ≠ 0.
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							Демек, барлық нақты сандар жиынында f(х) = – функциясы f(х) =  функциясының алғашқы функциясы болмайды, себебi х = 0 нүктесi функциялардың анықталу облысына кiрмейдi.
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				Мұндағы С — тұрақты сан.

				Дәлелдеу. Ол үшiн (1)-теңдiктiң екi жағынан да туынды алайық: G′(x) = F′(х) + C′ немесе G′(x) = F′(х), өйткенi тұрақтының туындысы нөлге тең. Теореманың шарты бойынша F(х) функциясы f(х) функциясының алғашқы функциясы болғандықтан, алғашқы функцияның анықтамасы бойынша F′(х) = f(х). Онда G′(х) = f(х) теңдiгi орындалады. Демек, F(x) + cфункциясы да f(х) функциясының алғашқы функциясы болады. 

				(1)-формула алғашқы функцияның жалпы түрiн бередi.

					Сендер алғашқы функцияның геометриялық мағынасын білетін боласыңдар.

				f(x) функциясының алғашқы функциялары-ның жалпы түрiн беретiн (1)-формуладағы тұрақ-тыны нөлге тең деп алып, y = F(x) функциясының графигiн саламыз. Қалған алғашқы функция-лардың айырмашылығы тұрақты с-ның мәнiне байланысты болғандықтан, олардың графиктерiн y = F(x) функциясының графигiн Оу осi бойымен с бiрлiкке параллель көшiру арқылы аламыз. Демек, алғашқы функцияның геометриялық мағынасы графиктерi өзара параллель қисықтар тобын бередi (7-сурет).

				1-кесте

				Алғашқы функцияларды табу кестесi

				
					Функция

				

				
					Алғашқы функцияның жалпы түрi

				

				
					f(x) = k (k — тұрақты)

				

				
					F(x) = kx + C

				

				
					f(x) = xα, α ∈ Z, α ≠ –1

				

				
					F(x) =  + C

					
						[image: ]
					

				

				
					f(x) = 

					
						[image: ]
					

				

				
					F(x) =  + C

					
						[image: ]
					

				

				
					f(x) = sinx

				

				
					F(x) = –cosx + C

				

				
					f(x) = cosx

				

				
					F(x) = sinx + C

				

				
					f(x) = 

					
						[image: ]
					

				

				
					F(x) = tgx + C

				

				
					f(x) = 
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					F(x) = –ctgx + C

				

				Алғашқы функцияларды табу ережелерiн қарастырайық.

				1-ереже. Егер F(х) функциясы f(х) функциясының, ал Р(х) функция-сы р(х) функциясының алғашқы функциялары болса, онда F(х) + P(х) функциясы f(х) + p(х) функциясының алғашқы функциясы болады.

				Дәлелдеу. Шарт бойынша F(x), P(x) функциялары сәйкесiнше f(х), р(х) функцияларының алғашқы функциясы. Олай болса, анықтама 
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					7-сурет
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				бойынша F′(х) = f(х) және P′(х) = p(х), ал қосындының туындысын табу ережесiн қолдансақ,

				(F(х) + Р(х))′ = F′(х) + Р′(х) = f(х) + р(х). 

				2-ереже. Егер F(х) функциясы f(х) функциясының алғашқы функция-сы, ал k тұрақты болса, онда kF(х) функциясы kf(х) функциясының алғашқы функциясы болады.

					2-ереженің дәлелдеуiн өздерiң қарастырыңдар.

				3-ереже. Егер F(х) функциясы f(х) функциясының алғашқы функ-циясы, ал k және b тұрақтылар болса (мұндағы k ≠ 0), онда F(kх + b) функциясы f(kx + b) функциясының алғашқы функциясы болады. 

				Дәлелдеу. Күрделi функцияның туындысын табу ережесi бойынша  = F′(kx + b) · (kx + b)′ = F′(kx + b) k = f(kx + b) аламыз. 
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					Сендер анықталмаған интеграл ұғымымен танысасыңдар және анықталмаған интегралды табуды үйренесіңдер.
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							4. 1) f(х) = х4; 2) f(х) = сosх – 2x6; 3) f(х) =  +  функцияcы үшiн aлғашқы функцияның жалпы түрiн табайық.

							
								[image: ]
							

							Шешуi. 1) f(х) = х4 функциясының алғашқы функцияларының бiрi . Демек, берiлген функция үшiн алғашқы функцияның жалпы түрi мынадай болады:  F(x) =  + С; 

							
								[image: ]
							

							2) f(х) = сosх – 2x6 функциясының алғашқы функциясын табу үшiн 1- және 2-ережелердi және алғашқы функцияларды табу кестесiн қолданамыз: 

							F(x) = sinx – 2 ·  + C = sinx –  + C;

							
								[image: ]
							

							3) f(х) =  +  функциясының алғашқы функциясын табу үшiн жоғарыда берiлген үш ереженi және алғашқы функцияны табудың кестесiн қолданамыз: 

							
								[image: ]
							

							F(x) = 2 · 2 · + 5(–ctg(6x – 1)) ·  + C = –– ctg(6x – 1) + C.
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							Жауабы: 1)  + C; 2) sinx –  + C;

							
								[image: ]
							

							3) – – ctg(6x – 1) + C.
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				Анықтама. f(х) функциясының алғашқы функцияларының жалпы түрiн, яғни F(х) + С өрнегiн осы функцияның анықталмаған интегра-лы деп атайды.

				Анықталмаған интегралды табу формуласы:

				∫f(х) dх = F(х) + С. (2)

				(2)-формуладағы ∫f(х)dх — анықталмаған интеграл, ∫ — интегралдау амалының белгiсi, f(х) — интеграл таңбасының астындағы функция, f(х) dх — интеграл таңбасының астындағы өрнек, x — интегралдау айнымалысы.

				2-кесте

				Анықталмаған интегралды табу кестесi

				
					∫xn dx =  + C, мұндағы n ≠ –1

					
						[image: ]
					

				

				
					∫ = 2 + C
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					∫sinxdx = –cosx + C

				

				
					∫cosxdx = sinx + C

				

				
					∫ = tgx + C

					
						[image: ]
					

				

				
					∫ = –ctgx + C

					
						[image: ]
					

				

					Сендер анықталмаған интеграл қасиеттерін білесіңдер.

				Анықталмаған интегралдың қасиеттерi:

				1) ∫(f(x) + g(x))dx = ∫f(x)dx + ∫g(x)dx;

				2) ∫kf(x)dx = k ∫f(x)dx, мұндағы k — тұрақты;

				3) ∫f(kx + b)dx = F(kx + b) + C. 

				
					
						[image: ]
					

					
						
							5. 1) ∫х8dх; 2) ∫8sinxdх; 3) ∫(4х3 – 1)dх интегралын табайық.

							Шешуi. Анықталмаған интегралдың анықтамасын, қасиеттерiн, оны табу кестесiн қолданамыз:

							1) ∫х8dх =  + C;

							2) ∫8sinxdх = 8∫sinxdx = –8cosx + C;

							3) ∫(4х3 – 1)dх = x4 – x + C.

							Жауабы: 1)  + C; 2) –8 cosx + C; 3) x4 – x + C.
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							6. f(х) = 4х – 6х2 функциясы үшiн графигi М(2; –4) нүктесi арқылы өтетiн алғашқы функцияны табайық.

							Шешуi. Алдымен берiлген функцияның алғашқы функциясының жалпы түрiн жазамыз:

							F(х) = 4 ·  – 6 ·  + С = 2х2 – 2х3 + С, яғни F(х) = 2х2 – 2х3 + С. 

							
								[image: ]
							

							Ендi берiлген нүктенiң координаталарын ескерiп С-ның мәнiн есептеймiз:

							–4 = 2 · 22 – 2 · 23 + С немесе С = 4.

							Сонда F(х) = 2х2 – 2х3 + 4.

							Жауабы: 2х2 – 2х3 + 4.

							
								[image: ]
							

						

					

					
						[image: ]
					

				

				
					[image: ]
				

			

		

	
		
			
				14

			

		

		
			
					1.	Алғашқы функция ұғымын енгiзу үшiн қанша функция қарастырылады? Ол функциялар қандай шарттарды қанағаттандыруы керек?

					2.	Бiр функцияның екi алғашқы функциясы бар болса, олардың айырма-шылығын қалай анықтауға болады?

					3.	Алғашқы функцияны табу мен интегралдаудың арасында айырмашылық бар ма?

					4.	Алғашқы функцияның жалпы түрi мен анықталмаған интеграл ұғымын байланыстыратын формуланы атаңдар.

					5.	f(х) = 3(2х – 3) + cos2x – 5 функциясының алғашқы функциясын табу үшiн қандай ережелер қолданылады?

				Жаттығулар

				А

					Көрсетiлген аралықта F(x) функциясы f(х) функциясының ал-ғашқы функциясы бола ма (1.1—1.4):

				1.1.	1) f(х) = 2х2 + х + 1,	f(х) = 4х + 1, х ∈ R;

					2) f(х) = х2 + х + 1,	f(х) = х + 1, х ∈ R?

				1.2.	1) F(x) = 3sinx + ,	f(х) = 3cosх – , х ∈ (–∞; 0);

				
					[image: ]
				

					2) F(x) = 2cosх – ,	f(х) = –2sinх + , х ∈ (0; +∞)?

				
					[image: ]
				

				1.3.	1) F(x) =+ 1,	f(х) = , х ∈(0; +∞);

				
					[image: ]
				

					2) F(x) = 3 – 2,	f(х) = –, х ∈(0; +∞)?

				
					[image: ]
				

				1.4.	1) F(x) = 3tgx,	f(х) = , х ∈;

				
					[image: ]
				

					2) F(x) = 5сtgx,	f(х) = –, х ∈(0; π)?

					Берiлген функциялар үшiн алғашқы функциялардың жалпы түрiн жазыңдар (1.5—1.7):

				1.5.	1) f(х) = 1 – х;	2) f(х) = 2х – 1;

					3) f(х) = 3х2 + 2х – 1;	4) f(х) = 2 – 4х – 3х2.

				1.6.	1) f(х) = 5х4 – 3х2;	2) f(х) = 4х3 – 6х5 + 1;

					3) f(х) = х10 + х12;	4) f(х) = –х9 + х14.
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				1.7.	1) f(х) = 3сosx – 4sinх;	2) f(х) = 5sinx + 6сosх;

					3) f(х) =  + 8х7;	4) f(х) =  – 9х8.
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					Анықталмаған интегралды табыңдар (1.8-1.9):

				 1.8.	1) ∫х21dx;	2) ∫х–15dx;

					3) ∫dx;	4) ∫dx.

				
					[image: ]
				

				 1.9.	1) ∫(х4 – х3 + х2)dx;	2) ∫(4х3 + 5х4 + 6х5)dx;

					3) ∫(сosx – 2)dx;	4) ∫(3 + sinх)dx.	

					Графигi М(а; b) нүктесi арқылы өтетiн f(х) функциясының f(х) алғашқы функциясын табыңдар (1.10-1.11):

				1.10.	1) f(х) = 1 + , М(1; 3);	2) f(х) = 2 + 4х, М(–1; 1); 

					3) f(х) = cos, М;	4) f(х) = sin, М.

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				1.11.	1) f(х) =, М(4; 5);	2) f(х) =, М;

				
					[image: ]
				

					3) f(х) =, М;	4) f(х) =, М. 

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				1.12.	Түзусызықты қозғалатын нүктенiң жылдамдығы v(t) = t + 3t2 заңдылығымен өзгередi (уақыт с-пен, жылдамдық м/с-пен өл-шенедi). Уақытқа байланысты нүкте координатасының өзгерiсiн табыңдар.

				1.13.	Түзусызықты қозғалатын нүктенiң жылдамдығы v(t) = 2t + 6t2 заңдылығымен өзгередi (уақыт с-пен, жылдамдық м/с-пен өл-шенедi). Уақытқа байланысты нүкте координатасының өзгерiсiн табыңдар.

				В

					Берiлген аралықта F(x) функциясы f(х) функциясының алғашқы функциясы бола ма (1.14—1.16):

				1.14.	1) F(x) = xsinx,	f(х) = sinx + xcosx, х ∈ R;

					2) F(x) = xcosx,	f(х) = cosx – xsinx, х ∈ R;

					3) F(x) = 2sin6x,	f(х) = 12cos6x, х ∈ R;

					4) F(x) = –5cos,	f(х) = sin, х ∈ R;

				
					[image: ]
				

					5) F(x) = 2cos2x – sin4x,	f(х) = –4(sin2x + cos4x), х ∈ R;

					6) F(x) = sin3x + cos8x,	f(х) = cos3x – 2sin8x, х ∈ R?

				
					[image: ]
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				1.15.	1) F(x) =  + 2x,	f(х) = 2 – , х ∈ (0; +∞);

				
					[image: ]
				

					2) F(x) = 3x – ,	f(х) = 3 + , х ∈ (0; +∞)?

				
					[image: ]
				

				1.16.	1) F(x) =,	f(х) = , х ∈ ;

				
					[image: ]
				

					2) f(х) = ,	f(х) = –, х ∈ ?

				
					[image: ]
				

					Анықталмаған интегралды табыңдар (1.17-1.18):

				1.17.	1) ∫dx;	2) ∫dx;

				
					[image: ]
				

					3) ∫dx;	4) ∫dx.

				
					[image: ]
				

				1.18.	1) ∫18sin6xdx;	2) ∫27cos9xdx;

					3) ∫dx;	4) ∫dx.

				
					[image: ]
				

					y = f(х) функциясы үшiн алғашқы функцияның жалпы түрiн табыңдар (1.19—1.23):

				1.19.	1) f(х) = (2x + 3)3;	2) f(х) = (3x – 2)8;

					3) f(х) = sin(3x – 4);	4) f(х) = cos.

				1.20.	1) f(х) = ;	2) f(х) = ;

				
					[image: ]
				

					3) f(х) = 1 – ;	4) f(х) = 1 + .

				
					[image: ]
				

				1.21.	1) f(х) = + sin;	2) f(х) = + cos;

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

					3) f(х) =+;	4) f(х) = – . 

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				1.22.	1) f(х) = cos2 – sin2;	2) f(х) = sincos;

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

					3) f(х) = tgсtg + х2;	4) f(х) = 1 – 2 sin2. 

				
					[image: ]
				

				1.23.	1) f(х) = cos2x;

					2) f(х) = sin2x;

					3) f(х) = cossin – sincos;

				
					[image: ]
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					4) f(х) = sinsin– coscos. 
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					у = f(х) функциясы үшiн f(a) = b шартын қанағаттандыратын алғашқы функцияны табыңдар (1.24-1.25):

				1.24.	1) f(х) = ,	f(–2) = ;

				
					[image: ]
				

					2) f(х) = ,	f(–4) = 3.

				1.25.	1) f(х) = ,	f = 1;

				
					[image: ]
				

					2) f(х) =  ,	f = .

				
					[image: ]
				

				1.26.	Түзусызықты қозғалыстағы нүктенiң үдеуi a = 2t (уақыт с-пен, үдеу м/с2-пен өлшенедi) заңдылығымен өзгередi. Егер:

					1) 1 с уақыт өткеннен кейiн қозғалыстағы нүктенiң жүрген жолы 10 м және оның жылдамдығы 4 м/с болса; 

					2) 2 с уақыт өткеннен кейiнгi жылдамдығы 6 м/с, ал 3 с-тан кейiн жүрген жолы 40 м-ге тең болса, онда дененiң қозғалыс заңдылығы қалай өзгередi?
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							1.27.	∫ белгісін Готфрид Вильгельм Лейбниц, “интеграл” терминін Иоганн Бернулли ұсынған. “Интеграл” термині алғашқы рет Якоб Бернулли еңбектерінде кездеседі. 

							
								
									
										[image: ]
									

									
										
											Я. Бернулли

											(1655—1705)

										

									

								

								
									
										[image: ]
									

									
										
											Г.В. Лейбниц

											(1646—1716)
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				Функция және оның графигi, функцияның үзiлiссiздiгi және шегi, туынды, алғашқы функция және оның негiзгi қасиетi, алғашқы функ-цияны табу ережелерi, алғашқы функцияны табу кестесi. 

				§ 2. Қисықсызықты трапеция және оның ауданы

					Сендер қисықсызықты трапеция ұғымымен та-нысасыңдар.

				 

				Математикада белгiлi геометриялық формулалар арқылы ауданын есептеуге келмейтiн жазық фигуралар кездеседi. Осындай жазық фигуралардың ауданын табу жолын қарастырайық.

				Анықтама. Жоғарыдан үзiлiссiз, терiс емес у = f(х) функциясының графигiмен, ал төменгi жағынан Ох осiнiң [а; b] кесiндiсiмен, бүйiр жақтарынан х = а, х = b түзулерiнiң кесiндiлерiмен шектелген жа-зық фигураны қисықсызықты трапеция деп атайды. 

				Мұндағы [а; b] кесiндiсi — қисықсызықты трапецияның табаны.

				8-суретте ABCD қисықсызықты трапеция берiлген.

					Сендер қисықсызықты трапецияның ауданын табу формуласымен танысасыңдар.

				Қисықсызықты трапецияның ауданын у = f(х) функциясының алғашқы функциясы F(х) арқылы есептеуге болатынын көрсетейiк. Ол үшiн қисықсызықты трапецияның ауданын S деп белгiлейiк.

				
					[image: ]
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							8-сурет

						

					

					
						
							9-сурет
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							Геометрия курсынан көпбұрыштардың ауданын есептеу фор-муласын бiлесiңдер.
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					Түйінді ұғымдар

				

			

			
				
					Функция, алғашқы функция, анықталмаған интеграл, интег-рал таңбасының астындағы функция, трапеция, аудан, координаталық жазықтық

				

			

			
				[image: ]
			

		

	
		
			
				19

			

		

		
			
				[image: ]
			

			
				
					10-сурет

				

			

		

		
			
				Егер [а; b] кесiндiсiне тиiстi кез келген х нүктесiн алып, осы нүктеден у = f(х) функция-сының графигiмен қиылысқанға дейiн Оу осiне параллель түзу жүргiзсек, онда табаны [а; х] кесiндiсi болатын қисықсызықты тра-пеция шығады (9-сурет). Бұл қисықсызықты трапецияның ауданы айнымалы х нүктесіне тәуелді болғандықтан S(х) функциясы деп қа-растырылады. Егер х = а болса, онда S(а) = 0, ал х = b болса, онда S(b) = S шығады. Сонымен, [а; b] кесiндiсiне тиiстi х айнымалысы үшiн S(х) функциясы у = f(х) функциясының алғашқы функциясы болатынын, яғни [а; b] кесiндiсiнде S′(х) = f(х) теңдiгi орындалатынын дәлелдейiк. 

				Дәлелдеу үшiн [а; b] кесiндiсiнен тағы бiр х + h > 0 болатын нүкте алып, осы нүктеден у = f(х) функциясының графигiмен қиылысқанға дейiн Оу осiне параллель түзу жүргiземiз (10-сурет). Сонда аудан-дары S(х) және S(х + h)-қа тең екi қисықсызықты трапеция ала-мыз. Ал S(х + h) – S(х) айырымы табаны [х; х + h] кесiндiсi бола-тын қисықсызықты трапецияның ауданын бередi. h-тың аз мәнiнде қисықсызықты трапецияның ауданын табаны [x; x + h] кесiндiсi және биiктiгi f(x) болатын тiктөртбұрыштың ауданымен алмасты-руға болады: S(х + h) – S(х) ≈ f(х) · h. Бұдан  ≈ f(х) өрнегi шығады. Соңғы өрнектен h → 0 ұмтылғандағы шекке көшсек,

				→ f(х).

				Туындының жалпы анықтамасы бойынша → S′(х), яғни S′(х) = f(х). Демек, 

					F(х) = S(х) + С.	(1)

				(1)-теңдiктен х = а болса, онда F(а) = S(а) + С = С шығады, өйткенi S(а) = 0. Ал х = b болса, онда F(b) = S(b) + С = S + F(а) немесе

					F(b) = S + F(а),	(2)

				өйткенi S(b) = S, F(а) = С. Онда (2)-теңдiктен S = F(b) – F(а) теңдiгiн алуға болады. Сонымен, қисықсызықты трапецияның ауданын

					S = F(b) – F(а)	(3)

				формуласы бойынша есептеуге болады, мұндағы F(х) функциясы у = f(х) функциясының алғашқы функциясы.
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							Қисықсызықты трапецияның ауданын есептеу алгоритмi:

							1) берiлген сызықтарды координаталық жазықтыққа салу;

							2) фигураны Ох осi бойымен шектеген кесiндiнiң ұштары болатын а және b-ның мәндерiн табу;

							3) f(х) функциясының алғашқы функциясын табу;

							4) (3)-формуланы қолданып қисықсызықты трапецияның ауданын есептеу.
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				Ендi алгоритмдi қолдану арқылы қисықсызықты трапецияның ау-данын есептеуге мысалдар қарастырайық.

				
					
						
							[image: ]
						

						
							
								2. у = х3 + 1, у = 0, х = 2 сызықтарымен шектелген қисықсызықты трапецияның ауданын есептейiк.

								Шешуi. Берiлген функциялардың графиктерiн коор-динаталық жазықтыққа салайық. у = х3 + 1 функция-сының графигi (0; 1) нүктесi арқылы өтетiн кубтық парабола, х = 2 түзуi (2; 0) нүктесi арқылы өтетiн Оу осiне параллель түзу, ал у = 0 түзуi Ох осiн бередi (12-сурет). Сонда АВС қисықсызықты трапециясын аламыз. Мұндағы f(х) = х3 + 1, ал b = 2. Ендi а-ның мәнiн табу үшiн у = х3 + 1 және у = 0 қисықтарының қиылысу нүктесiн есептеймiз, яғни х3 + 1 = 0 теңдеуiн шешемiз. Сонда а = –1, ал f(x) =  + х. Демек, (3)-формула бойынша 

								Sқ. тр. = f(2) – f(–1) =  – = 6 +  = 6.
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								Жауабы: 6 кв. бiрл.
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								12-сурет
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								1. у = х2, у = 0, х = 1, х = 4 сызықтарымен шектелген қисық-сызықты трапецияның ауданын табайық.

								Шешуi. Алдымен берiлген сызықтарды бiр координа-талық жазықтыққа салайық. у = х2 функциясының графи-гi төбесi (0; 0) нүктесi болатын, тармақтары жоғары ба-ғытталған парабола; у = 0 түзуi Ох осiн бередi, ал х = 1 және х = 4 түзулерi сәйкесiнше (1; 0) және (4; 0) нүктелерi арқылы өтетiн Оу осiне параллель түзулер (11-сурет). Сонда АВСD қисықсызықты трапециясын аламыз. Мұндағы f(x) = x2, a = 1, b = 4. Онда f(x) = . Демек, (3)-формула бойынша Sқ. тр. = f(4) – f(1) = –  =  –  = 21.
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								Жауабы: 21 кв. бiрл.
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								11-сурет

							

						

					

				

				
					
						
							[image: ]
						

						
							
								3. у = 2cosх, y = 0, x = –, x =  сызықтарымен шектелген қисықсызықты трапецияның ауданын есептейiк.

								
									[image: ]
								

								Шешуi. Алгоритм бойынша берiлген сызықтарды бiр координаталық жазықтыққа саламыз. у = 2cosх функциясының графигiн салу үшiн у = cosх функция-сының графигiн Оу осi бойымен екi есе созамыз. у = 0 түзуi Ох осiн бередi. Ал х = –, х =  түзулерi сәйкесiнше  және  нүктелерi арқылы өтетiн Оу осiне параллель түзулер. Сонда 13-суретте кескiнделген қисықсызықты трапецияны аламыз.
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								13-сурет
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					1.	Қисықсызықты трапеция ұғымының трапеция ұғымынан айырмашылығы неде?

					2.	Қисықсызықты трапецияның ауданын геометриядан белгiлi формулалар ар-қылы есептеуге бола ма?

					3.	[a; b] кесiндiсiнде f(x) функциясы қандай функция болуы керек?

				Жаттығулар

				А

					Берiлген сызықтармен шектелген қисықсызықты трапецияның ауданын табыңдар (2.1—2.3):

				2.1.	1) у = х2 + 1, у = 0, х = 0, х = 1;

					2) у = х2 – 1, у = 0, х = 2, х = 3.

				2.2.	1) у = cosx, у = 0, х = –, х = ;

				
					[image: ]
				

					2) у = sinx, у = 0, х = , х = π.

				2.3.	1) у = х3 + 1, у = 0, х = –1, х = 2;

					2) у = 1 – х3, у = 0, х = –2, х = 1.

				2.4.	14-суретте кескiнделген қисықсызықты трапецияның ауданын есептеңдер:
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							Мұндағы f(х) = 2cosх, а = –, b =, онда f(х) = 2 sinx. Шыққан қисықсызықты трапецияның ауданын екi тәсiлмен есептеуге болады.

							
								[image: ]
							

							I тәсiл. Қисықсызықты трапецияның ауданын (3)-формуланы қолданып есеп-теймiз:

							Sқ. тр. = f – f = 2= 2(1 + 1) = 4.

							
								[image: ]
							

							II тәсiл. 13-суретте кескiнделген фигура Оу осiне қарағанда симметриялы, сон-дықтан  кесiндiсiндегi қисықсызықты трапецияның ауданын есептеп, екi-ге көбейтуге болады, мұндағы а = 0, b = . Сонда Sқ. тр.= 2 · = = 4 = 4 (1 – 0) = 4.

							
								[image: ]
							

							
								[image: ]
							

							Жауабы: 4 кв. бiрл.
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				В

					Берiлген сызықтармен шектелген қисықсызықты трапецияның ауданын табыңдар (2.5—2.8):

				2.5.	1) у = , у = 0, х = 1, х = 2;

					2) у = , у = 0, х = –1, х = 0.

				2.6.	1) у = 3х2 – 4х, у = 0, х = –2, х = –1;

					2) у = 3х – х2, у = 0, х = 2, х = 1.

				2.7.	1) у = sin, у = 0, х = , х = ;

				
					[image: ]
				

					2) у = cos2x, у = 0, х = –, х = .
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				2.8.	1) у =, y = 0, x = –, х = 1;
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					2) у = , у = 0, х = 0, х = –3.
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							14-сурет

						

					

					
						
							1)

						

					

					
						
							2)

						

					

					
						
							4)

						

					

					
						
							3)
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					[a; b] кесiндiсiнде y = f(x) функциясының графигiмен, [b; c] кесiндiсiнде y = g(x) функциясының графигiмен және Ох осiмен шектелген қисықсызықты трапецияның ауданын есептеңдер (2.9-2.10):

				 2.9.	1) f(x) = –х2 + 2х, [0; 1] және g(x) = 1,5 – 0,5х, [1; 3];

					2) f(x) = х, [0; 1] және g(x) = х2 – 4х + 4, [1; 2].

				2.10.	1) f(x) = 0,5х + 1,5, [–3; –1] және g(x) = –х2 – 2х, [–1; 0];

					2) f(x) = х2 + 4х + 4, [–2; –1] және g(x) = –х, [–1; 0].

				 

				Алғашқы функция, алғашқы функцияның негiзгi қасиетi, алғашқы функцияны табу ережелерi, анықталмаған интеграл, анықталмаған интегралды табу кестесi, функцияның шегi, қисықсызықты трапе-ция, қисықсызықты трапецияның ауданын есептеу формуласы және алгоритмi. 

				§ 3. Анықталған интеграл. Ньютон—Лейбниц формуласы

					Сендер анықталған интеграл ұғымымен таныса-сыңдар.

				
					
						[image: ]
					

					
						
							Сендер анықталмаған интеграл ұғымын және қисықсызықты трапецияның ауданын есептеу формуласын білесіңдер. 

						

					

					
						[image: ]
					

				

				Қисықсызықты трапецияның ауданын табудың тағы бiр жолын қарастырайық. Ол үшiн анықталған интегралдың анықтамасын берейiк.

				Анықтама. F(b) – F(а) айырымын у = f(х) үзiлiссiз функциясының [а; b] кесiндiсiндегi анықталған интегралы деп атайды.

				Анықталған интегралдың белгiленуi:

					f(x)dx.	(1)

				Оқылуы: “интеграл а-дан b-ға дейiн икстен эф дэ икс”.

				Анықталған интегралдың белгiлеуiндегi а-ны интегралдың төменгi шегi, b-ны интегралдың жоғарғы шегi, f(х) функциясын интеграл таңбасының астындағы функция дейдi, ал f(x)dx — интеграл таңба-сының астындағы өрнек, x — интегралдау айнымалысы.
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					Түйінді ұғымдар

				

			

			
				
					Функция, алғашқы функ-ция, анықталған интеграл, интеграл таңбасының астындағы функция
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					Сендер Ньютон—Лейбниц формуласымен танысасыңдар.

				Анықталған интегралдың анықтамасы бойынша

					f(x)dx = f(b) – f(а).	(2)

				(2)-формула Ньютон—Лейбниц формуласы деп аталады.

				Ньютон—Лейбниц формуласы [a; b] кесiндiсiнде үзiлiссiз кез келген f(x) функциясы үшiн ақиқат.

				Алдыңғы параграфтан қисықсызықты трапецияның ауданы S = F(b) – – F(a) формуласымен анықталатыны белгiлi.

				Демек, [a; b] кесiндiсiнде f(x) l 0 болса, онда қарастырылатын қи-сықсызықты трапецияның ауданы 

					S =f(x)dx	(3) 

				формуласымен есептелiнедi.

				Алдағы уақытта анықталған интегралды мына формуламен есептеймiз:

				f(x)dx =  = F(b) – F(a).

				
					[image: ]
				

				Егер интегралдау шектерi мәндерiнiң орындарын ауыстырсақ, мына тепе-теңдiктi аламыз:

					f(x)dx = –f(x)dx. (4)

				
					[image: ]
				

					(4)-тепе-теңдiктiң ақиқаттығын өздерiң дәлелдеңдер.

					Сендер анықталған интегралды табуды үйренесіңдер.
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							1. 1) x2dx; 2) sinxdx; 3) dx интегралдарын есептейiк.

							
								[image: ]
							

							
								[image: ]
							

							Шешуi. 1) f(x) = х2 функциясының алғашқы функцияларының бiрi F(x) = . Ендi Ньютон—Лейбниц формуласын қолданамыз:

							x2dx =  =  –  = 9 – 0 = 9.
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							2) f(x) = sinx функциясының алғашқы функцияларының бiрi F(x) = –cosx. Демек, sinxdx = –cosx= –= –+=.
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							3) f(x) =  функциясының алғашқы функциясын табу үшiн g(x) =  функциясының алғашқы функцияларының бiрi мен алғашқы функцияны табудың екiншi және үшiншi ережелерiн қолданамыз:
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							dx = 8 · 2 · = 4( – ) = 4(3 – 1) = 8.

							
								[image: ]
							

							
								[image: ]
							

							
								[image: ]
							

							Жауабы: 1) 9; 2) ; 3) 8.
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							3. х-тiң қандай мәнiнде (6 – 2t)dt = 5 теңдiгi орындалатынын көрсетейiк.

							Шешуi. Алдымен интеграл өрнегiн табайық: 

							(6 – 2t)dt = (6t – t2)= (6х – х2) – (6 · 0 – 02) = 6х – х2.

							
								[image: ]
							

							Соңғы өрнектi 5 санына теңестiрiп, шыққан 6х – х2 = 5 теңдеуiн шешемiз.

							х2 – 6х + 5 = 0 теңдеуiнiң түбiрлерi х1 = 1, х2 = 5. Демек, берiлген теңдiк х = 1 және х = 5 мәндерiнде орындалады. 

							Жауабы: 1; 5.
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					1.	Анықталған интегралдың анықталмаған интегралдан қандай айырмашылығы бар?

					2.	 f(x)dx неге анықталған интеграл деп аталады?

					3.	 f(x)dx = F(b) – F(a) Ньютон—Лейбниц формуласын жазу үшiн f(x) функ-циясы қандай шартты қанағаттандыруы керек?

				Жаттығулар

				А

					Интегралды есептеңдер (3.1—3.10):

				3.1.	1) х5dx;	2) sinxdx;
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					3) dx;	4) соsxdx.

				
					[image: ]
				

				3.2.	1) dx;	2) dx;
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							2. 4sinxdx = 6х2dx теңдiгiнiң ақиқат екенiн дәлелдейiк. 

							
								[image: ]
							

							Дәлелдеу. Ол үшiн теңдiкте берiлген анықталған интегралдардың мәндерiн есептеп, салыстыру керек:

							4sinxdx = –4соsх = –4= –4= 2; 
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							6х2dx = 6 · = 2х3= 2 · 13 – 2 · 03 = 2. 
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							Анықталған интегралдардың мәндерi өзара тең. Демек, берiлген теңдiк ақиқат.
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					3) dx;	4) dx. 
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				 3.3.	1) 4х3dx;	2) 5х4dx;
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					3) dx;	4) dx.
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				 3.4.	1) (2х – 1)dx;	2) (3х + 2)dx;  
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					3) (х3 – 2)dx; 4) (3х2 + 1)dx.
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				 3.5.	1) (2х – х2)dx;	2) (2х + х2)dx;
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					3) (1 + х4)dx;	4) (1 – х5)dx.
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				 3.6.	1) (cosx + 1)dx;	2) (1 – sinx)dx;
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					3) (3 – 5cosx)dx;	4) (4sinx + 3)dx. 
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				 3.7.	1) (8х7 + 2)dx;	2) (3 – 9х8)dx;

				
					[image: ]
				

					3)(6х5 – 4)dx;	4) (7х6 + 9)dx.
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				 3.8.	1) (2sinx – 3cosx)dx;	2) (2cosx – 5sinx)dx;
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					3) ;	4) .
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				 3.9.	1) sindx;	2) cosdx;
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					3)  dx;	4) dx. 
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				3.10.	1) dx;	2) dx;
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					3) dx;	4) dx.
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					Теңдiктердiң ақиқат екенiн дәлелдеңдер (3.11-3.12):

				3.11.	1) 3x2dx = 14xdx;	2) dx = dx.
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				3.12.	1) dx = 4x3 dx;	2) 5x4 dx = dx.
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				3.13.	x-тiң қандай мәндерiнде төмендегi теңдiктер орындалады:

					1)3t2 dt = 2;	2) 4tdt = 2;
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					3)15t4 dt = 96;	4) 9t2 dt = 3?
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				B

					Есептеңдер (3.14—3.19):

				3.14.	1) (2x + 1)3dx;	2) dx;
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					3) (3x – 2)3dx;	4) dx.
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				3.15.	1) ;	2) ;
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					3) ;	4) . 
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				3.16.	1) cos2dx;	2) sin2dx;
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					3) 3cos22хdx;	4) sin24хdx.
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				3.17.	1) dx;	2) dx;
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					3) dx;	4) dx.
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				3.18.	1) ;	2) ;
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					3) cos · sindx;	4) dx. 
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				3.19.	1) ;	2) ;
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					3) ;	4) .
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					x-тiң қандай мәндерiнде берiлген теңдiктер орындалады (3.20-3.21):

				3.20.	1) (5 – 2t)dt = 4;	2) (8 – 2t)dt = 12?
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				3.21.	1) (3 – 2t)dt = 4 – 2х;	2) (1 – 4t)dt = 12 – 9x?
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					x-тiң қандай мәндерiнде берiлген теңсiздiктер орындалады (3.22-3.23):

				3.22.	1) 3dt > 1;	2)4dt < 0?
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				3.23.	1) 5dt > 9;	2) (2t – 1)dt > 0?
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							3.24.	 белгісі француз математигі және физигі Жан-Батист Жозеф Фурьенің жұмыстарынан кейін кеңінен қолданыла бастады.
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								(1768—1830)
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					Түйінді ұғымдар

				

			

			
				
					Функция, алғашқы функ-ция, анықталған интег-рал, жазық фигура, айна-лу денесі, аудан, көлем 
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				Функция, функция графигi, алғашқы функция, оның қасиетi және алғашқы функцияны табу ережелерi мен табу кестесi, қисықсызықты трапеция және оның ауданын табу алгоритмi, анықталған интеграл, Ньютон—Лейбниц формуласы, көпбұрыштар және олардың ауданын есептеу формулалары. 

				§ 4. Жазық фигуралар аудандары мен айналу денелерінің көлемдерін Анықталған Интеграл көмегiмен есептеу

					Сендер берілген сызықтармен шектелген жазық фи-гураның ауданын есептеуді үйренесіңдер.

				Сендер қисықсызықты трапецияның ауда-нын есептеудi үйрендiңдер. Бұл параграфта геометриядан белгiлi формулалар арқылы есептелмейтiн кез келген жазық фигураның ауданын қалай табуға болатынына тоқталамыз. Жазық фигуралардың орналасуының әртүрлi жағдайлары 15-суретте көрсетiлген.

				
					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						
							15-сурет
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							4)

						

					

				

				Осындай жазық фигуралардың аудандарын анықталған интеграл арқылы есептеудi қарастырайық. 

				Жоғарыдан у = f(х) функциясының графигiмен, ал төменнен у = g(х) функциясының графигiмен, сол жағынан х = а, оң жағынан х = b түзулерiмен шектелген жазық фигура берiлсiн (16-сурет).
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				16-суреттен екi қисықсызықты трапецияны көруге болады. Демек, штрихпен берiлген жа-зық фигураның ауданын анықтау үшiн үлкен қисықсызықты трапецияның ауданынан кiшi қи-сықсызықты трапецияның ауданын азайту керек:

				S =f(x)dx –g(x)dx = (f(x) – g(x))dx.
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				Сонымен, S =(f(x) – g(x))dx.	(1)
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								17-сурет
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							1. y = x2 – 2x + 4 және y = 4 сызықтарымен шектелген фигураның ауданын табайық.

							Шешуi. Алдымен бiр координаталық жазықтыққа берiл-ген функциялардың графиктерiн саламыз. y = x2 – 2x + 4 функ-циясының графигi төбесi (1; 3) нүктесi болатын, тармақтары жоғары бағытталған парабола, ал y = 4 қисығы (0; 4) нүктесi арқылы өтетiн Ох осiне параллель түзу (17-сурет).

							Ендi графиктердiң қиылысу нүктелерiн табамыз. Ол үшiн x2 – 2x + 4 = 4 теңдеуiн шешемiз. Сонда х1 = 0, х2 = 2. Демек, интегралдау шектерi а = 0 және b = 2.

							Штрихталған жазық фигураның ауданын есептеудiң екi тәсiлiн қарастырайық, мұндағы f(x) = 4 және g(x) = х2 – 2х + 4. 

							I тәсiл. (1)-формуланы қолданамыз: 

							Sф = (4 – x2 + 2x – 4)dx = (2x – x2)dx =  = 
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							= 22 –  = 4 –  = .
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							II тәсiл. OABC тiктөртбұрышының ауданынан OADBC қисықсызықты трапеция-ның ауданын аламыз: Sф = SOABC – Sқ.тр.. Мұндағы SOABC = АВ · ВС = 2 · 4 = 8.

							Sқ.тр. = (x2 – 2x + 4)dx = =  – 4 + 8 = . Сонда Sф = 8 – = .
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							Жауабы:  кв. бiрл.
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								2. y = x2 – 2x + 5, y = х + 1 функцияларының графиктерi-мен және х = 1, х = 3 түзулерiмен шектелген жазық фигураның ауданын есептейiк. 

								Шешуi. Бiр координаталық жазықтыққа берiлген сы-зықтарды саламыз. y = x2 – 2x + 5 функциясының графигi төбесi (1; 4) нүктесi болатын, Оу осiмен (0; 5) нүктесiнде қиылысатын, тармақтары жоғары бағытталған парабола; у = х + 1 функциясының графигi (–1; 0) және (0; 1) нүктелерi арқылы өтетiн түзу, ал х = 1 және х = 3 түзу-лерi сәйкесiнше (1; 0), (3; 0) нүктесi арқылы өтетiн Оу осiне параллель түзулер (18-сурет). Суретте кескiнделген жазық фигураның ауданын табу үшiн (1)-формуланы қолданамыз. Мұндағы f(x) = x2 – 2x + 5, g(x) = x + 1, a = 1 және b = 3. 

							

						

						
							[image: ]
						

					

					
						
							[image: ]
						

						
							
								18-сурет
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					16-сурет
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					19-сурет

				

			

		

		
			
					Сендер айналу денесінің көлемін анықталған интеграл көмегімен есептеу формула-сымен танысасыңдар. 

				Айналу денесiнiң көлемiн табу үшiн интег-ралдың қолданылуын қарастырайық.

				Ол үшiн [а; b] кесiндiсiнде у = f(х) функция-сының графигiмен шектелген қисықсызықты трапеция берiлсiн. 

				Осы қисықсызықты трапецияны Oх осiнен айналдырғанда пайда болған геометриялық дене-нiң көлемiн табу керек болсын (19-сурет). 

				[а; b] кесiндiсiнiң бойынан кез келген х нүктесiн алайық. Егер осы нүкте арқылы Ох осiне перпендикуляр жазықтық жүргiзсек, онда жазықтық айналу денесiн дөңгелек бойымен қиып өтедi (қимада дөңгелек пайда болады). Ал шыққан дөңгелектiң радиусы у-ке тең. Демек, қиманың ауданы Q(х) = πу2.

				[a; b] кесiндiсiнде Q(x) қимасының ауданы үзiлiссiз екенi айқын. [a; x] кесiндiсiне сәйкес дене бөлiгiнiң көлемiн V(x) арқылы өрнектейiк (19-сурет).

				V(x) функциясының туындысын табамыз. Ол үшiн қандай да бiр x0 мәнiн алып, оған ∆x өсiмшесiн берейiк. ∆x мәнi нөлден үлкен немесе нөлден кем болуы мүмкiн. ∆x > 0 деп есептесек, V(x0 + ∆x) – V(x0) айырымы Ox осiнен алынған x0 және x0 + ∆x нүктелерi арқылы өтетiн жазықтықтар арасында орналасқан дененiң көлемi болады (19-сурет). Суреттен мына теңдiк орындалады:

					Q(x0) · ∆x m V(x0 + ∆x) – V(x0) m Q(x0 + ∆x) · ∆x,

				мұндағы Q(x0) · ∆x — алынған қабат iшiне толығымен тиiстi болатын цилиндрлiк дененiң көлемi, ал Q(x0 + ∆x) · ∆x осы қабатты қамтитын дененiң көлемi ∆x > 0 болғандықтан,

				Q(x0) m  m Q(x0 + ∆x).
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							Сонда

							Sф = ((x2 – 2x + 5) – (x + 1))dx = (x2 – 2x + 5 – x – 1)dx = (x2 – 3x + 4)dx == =  – + 4 · 3 –  +  – 4 =. 
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							Жауабы:  кв. бiрл. 
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				Q(x) функциясы [a; b] кесiндiсiнде үзiлiссiз. Сондықтан ол x0 нүктесiнде де үзiлiссiз. Демек, егер ∆x мәнi нөлге ұмтылса, онда Q(x0 + ∆x) мәнi Q(x0) мәнiне ұмтылады. Сондықтан ∆x → 0 жағдайын-да  мәнi Q(x0) мәнiне ұмтылады. Сонымен, V′(x0) ==  = Q(x0). Ендеше, V(x) функциясы [a; b] кесiндiсiнде Q(x) функциясы үшiн алғашқы функция болады. Сонда
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				Q(x)dx = V(x)= V(b) – V(a).
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				Ендi айналу денесiнiң көлемiн табу үшiн a-дан b-ға дейiнгi аралықта Q(х) = πу2 функциясының интегралын есептеген жеткiлiктi, яғни

					V = Q(x)dx = πy2dx.	(2)
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					1.	Қандай жағдайда фигураның ауданын анықталған интегралдың көмегiмен есептейдi?

					2.	Жазық фигураның тек қана қисықсызықты трапециялардан тұруы мүмкiн бе? Жауабын түсiндiрiңдер.

				Жаттығулар

				A

					Берiлген сызықтармен шектелген жазық фигураның ауданын та-быңдар (4.1-4.2):

				4.1.	1) у = х2, у = х;	2) у = х3, у = 1, х = 0;

					3) у = х2, у = 4;	4) у = –х3, у = 1, х = 0.

				4.2.	1) у = (х + 1)2, у = 1;	2) у = х3, у = х, х = 0, х = 1;

					3) у = х2 + 1, у = 5;	4) у = 3 – х2, у = 2;

					5) у = –х2 + 4, у = 0;	6) у = х3 + 1, у = 1, х = 1.
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							3. y = 2x2 параболасын x = 0-ден х = 2-ге дейін абсцисса осіне қатысты айналдырғанда шыққан дененің көлемін табайық. 

							Шешуi. Есептің шарты бойынша а = 0, b = 2 және y = 2x2. Дененің көлемін табу үшін (2)-формуланы қолданамыз. Сонда

							V = π(2x2)2dx = π4x4dx = 4πx4dx = 4π= 4π ·  = 4π · 6,4 = 25,6π. 
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							Жауабы: 25,6π куб. бiрл. 
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							20-сурет
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				4.3.	20-суретте кескiнделген фигуралардың аудандарын есептеңдер.

				4.4.	Аргументi [a; b] кесiндiсiнде өзгеретiн у = f(x) функциясының графигiмен және Ох осiмен шектелген жазық фигураның ауданын табыңдар:

					1) f(x) = sinx, [0; 2π];	2) f(x) = cosx, . 

				4.5.	y = x2 параболасын x = 0-ден x = 3-ке дейiн абсцисса осi бойымен айналдырғанда шыққан дененiң көлемiн табыңдар.

				4.6.	y = 3x2 параболасын x = 1-ден x = 2-ге дейiн абсцисса осi бойымен айналдырғанда шыққан дененiң көлемiн есептеңдер. 

				4.7.	1) y =  гиперболасын x = 1-ден x = 3-ке дейiн абсцисса осi бойымен айналдырғанда шыққан дененiң көлемiн табыңдар;

					2) y =  гиперболасын x = 1-ден x = 2-ге дейiн абсцисса осi бойымен айналдырғанда шыққан дененiң көлемiн табыңдар.

				В

				4.8.	Берiлген сызықтармен шектелген жазық фигураның ауданын та-быңдар:

					1) у = cosx, у = sinx, х = , х = ;
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					2) у = 2cosx, у = 2sinx, х = 0, х = ;
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					3) у = х, у = , х = 2;	4) у = , у = 2х, х = . 
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				 4.9.	1) у = 2х3 функциясының графигiмен, осы графикке (–1; –2) нүктесi арқылы жүргiзiлген жанамамен және х = 1 түзуiмен шектелген жазық фигураның ауданын есептеңдер.

					2) у = 0 түзуiмен, у = 2х – х2 параболасы және осы параболаның  нүктесiнен өтетiн жанамамен шектелген жазық фигураның ауданын табыңдар.

					Берiлген функциялардың графигiмен шектелген жазық фигураның ауданын есептеңдер (4.10-4.11):

				4.10.	1) у = х2 + 1, у = х + 3;	2) у = х2 + 2х + 4, у = х + 6;

					3) у = –х2 + 3, у = 2х – 6;	4) у = 4 – х2, у = 1 – 2х.

				4.11.	1) у = х2 – 8х + 12, у = –х2 + 8х – 18;

					2) у = х2 + 6х + 5, у = –х2 – 6х – 11;

					3) у = х2 – 4х – 1, у = –х2 – 4х + 7;

					4) у = х2 + 3х – 5, у = –х2 + 3х – 3.

				Өзiңдi тексер!

				1.	Алғашқы функциясы F(x) = 9x2 – 0,5x болатын y = f(х) функциясын көрсетiңдер:

					A) 18x + ;	B) 4,5x – 0,5;

					C) 4,5x + 0,5;	D) 18x – .

				2.	у = 4х + 6х3 функциясы үшiн алғашқы функцияның жалпы түрiн көрсетiңдер:

					A) 8x + 1,5x2 + C;	B) 2x2 + 1,5x4 + C;

					C) 8x2 + x4 + C;	D) 4 + 18x2 + C.

				3.	у = 3х2 – 1 функциясы үшiн А(0; 0) нүктесi арқылы өтетiн алғашқы функцияны табыңдар:

					A) x3 – x + 1;	B) x3 – x;

					C) x3 – x – 1;	D) x3 + x + 1.

				4.	Қандай аралықта f(x) = x2 –  функциясы үшiн f(x) =  +  функциясы алғашқы функция болып табылады:
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					A) (–∞; +∞);	B) (0; +∞);	C) (–∞; 1);	D) (–1; +∞)?
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				5.	Алғашқы функцияның геометриялық мағынасын кескіндемейтін суретті анықтаңдар:
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							C)

						

					

				

				6.	Суретте кескiнделген фигуралардың қайсысы қисықсызықты тра-пеция болмайды?

				7.	y = x2, y = 0, x = –2, x = –1 сызықтарымен шектелген қисықсызық-ты трапецияның ауданын табыңдар:

					A) 3;	В) 1;	C) ;	D) .
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				8.	х10dx интегралын есептеңдер:

					A) 0;	В) ;	C) 22;	D) .
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				9.	Суретте көрсетiлген фигураның ауданын табу формуласын жазың-дар:

						A) S = f(х)dx;	

						В) S = 2f(х)dx; 

						C) S = f(х)dx;	

						D) S = f(х)dx.

				10.	dx интегралының мәнiн табыңдар:
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					A) 50;	В) 10;	C) 5;	D) 25.

				11.	[a; b] кесiндiсiнде берiлген үзiлiссiз және терiс емес функциядан алынған анықталған интеграл ненi бiлдiредi:

					А) қисықсызықты трапецияның ауданын;

					В) алғашқы функцияның жалпы түрiн;

					С) функцияның туындысын;

					D) айналу денесiнiң көлемiн?

				12.	Суретте кескiнделген жазық фигураның ауданын есептеңдер:

						A) ;

						В) ;

						С) ;

						D) .

				13.	f(х) функциясы f(х) функциясының алғашқы функциясы болу үшiн қандай шарт орындалуы қажет:

					A) f(х) = f(х);	В) f′(х) = f(х);

					С) f(х) = f′(х);	D) f′(х) = f′(х)?

				14.	С-ның қандай мәнiнде f(х) = 5sin5х функциясының f(х) алғашқы функциясы K нүктесi арқылы өтедi:

					A) 0;	В) 2;	С) –1;	D) 1?

				15.	cosxdx интегралының мәнiн табыңдар:
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					A) ;	В) –;	С) –;	D) .
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				16.	dx интегралының мәнiн есептеңдер:
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					A) ;	В) –;	С) ;	D) –.
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				17.	Суретте кескiнделген жазық фигураның ауданын табу формуласын жазыңдар:

					A) S =f(x)dx + S∆;	

					В) S = f(x)dx;

					С) S = f(x)dx – S∆;	

					D) S = 2f(x)dx + S∆.

				18.	Төменде берiлген теңдік, теңсіздіктердің қайсысы ақиқат емес:

					A) х2dx < хdx;	В) dx > dx;
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					С) sinxdx = соsxdx;	D) dx < dx?
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				19.	x-тiң қандай мәндерiнде (2t – 5)dt = –6 теңдiгi орындалады:

					А) ондай мән жоқ;	В) –2; –3;

					С) кез келген сан;	D) 2; 3?

				20.	x-тiң қандай мәндерiнде (2t – 4)dt m –3 теңсiздiгi орындалады:

					А) (1; 3);	В) (–∞; 1] ∪ [3; +∞);

					С) [1; 3];	D) [–3; –1]?

				Өрнек, санның дәрежесi, дәреженiң негiзi, дәреженiң көрсеткiшi, сан-ның түбiрi, квадрат түбір, арифметикалық квадрат түбiр, түбiрдiң қасиеттерi, рационал және иррационал сандар.
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				§ 5. n-шi дәрежелi түбiр және оның қасиеттерi

					Сендер n-ші дәрежелі түбір ұғымымен және n-ші дәрежелі арифметикалық түбір анықтамасымен танысасыңдар.
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							Мысалы, 25 санының арифметикалық квадрат түбiрi 5-ке тең, өйткенi 52 = 25. 

							а санының квадрат түбiрi квадраты а санына тең болатын қандай да бiр сан. 
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				Тура осылай а санының n-шi дәрежелi түбiрiнiң анықтамасын бе-руге болады.

				Анықтама. а санының n-шi дәрежелi түбiрi деп n-шi дәрежесi а санына тең болатын b санын айтады.

				Анықтама бойынша = b, мұндағы а = bn. (1)

				Мұндағы a саны — n-шi дәрежелi түбiр таңбасының астындағы сан, n — түбiрдiң көрсеткiшi және n ∈ n (n ≠ 1, b саны — а санының n-шi дәрежелi түбiрi.

				Мысалы, 27 санының үшiншi дәрежелi түбiрi 3-ке тең:  = 3, өйткенi 33 = 27.

				n-шi дәрежелi түбiр анықтамасындағы түбiр көрсеткiшiнiң жұп және тақ болатын жағдайларын жеке қарастырайық.

				n жұп сан болса, онда bn = a l 0, тек қана оң сан, себебi кез келген санның жұп дәрежесi теріс емес сан болады. Демек, жұп дәрежелi түбiр таңбасының астындағы а саны терiс сан болуы мүмкiн емес. 

				Егер түбiр көрсеткiшi n тақ болса, онда кез келген саннан n-шi дәрежелi түбiрдi есептеуге болады. Бұл жағдайда bn = a теңдiгiндегi а және b сандарының таңбалары бiрдей, яғни оң саннан оң, терiс саннан терiс түбiр шығады.

				Мысалы:	1) = –2, себебi (–2)5 = –32;

					2) = 4, себебi 43 = 64.

				а санының n-шi дәрежелi түбiрi х-ке тең болсын. Онда анықтама бойынша хп = а теңдеуiн аламыз. n жұп болғанда хп = а теңдеуiнiң (мұндағы a > 0, n ∈ N, n ≠ 1) – және екi түбiрi, ал n тақ болғанда  шамасына тең бiр түбiрi болады.
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					Түйінді ұғымдар

				

			

			
				
					Дәреже, дәреженің көр-сеткіші, түбір, квадрат тү-бір, арифметикалық квад-рат түбір, түбірдің мәні  
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				Мысалы, 7 және –7 сандары x4 = 2301 теңдеуiнiң түбiрi болады, өйткенi 74 = 2301 және (–7)4 = 2301. 

				Анықтама. Терiс емес а санының n-шi дәрежелi арифметикалық түбiрi деп n-шi дәрежесi а санына тең болатын терiс емес b санын айтады. 

					Сендер п-ші дәрежелі түбір қасиеттерін білесіңдер.

				n ∈ N және k ∈ N болғанда а және b терiс емес нақты сандары үшiн n-шi және k-шi дәрежелi түбiрлердiң мына қасиеттерi орындалады:

				1. ()n = a.

				2.  =  · .

				
					[image: ]
				

				3. = .
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				4.  = , b ≠ 0.
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				5. ()k = .
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				6.  = .
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				Берiлген n-шi дәрежелi түбiрдiң қасиеттерiн дәрежелеу және түбiр табу амалдарының анықтамаларын пайдаланып дәлелдеуге болады.

				Екiншi қасиеттi =  ·  дәлелдейiк. 
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				Дәлелдеу. п-шi дәрежелi түбiрдiң анықтамасы бойынша  дегенiмiз — п-шi дәрежесi ab-ға тең терiс емес сан.  > 0,  > 0 болғандықтан, ·  саны терiс емес. Сондықтан натурал көрсеткiштi дәреженiң (a · b)n = anbn қасиетi мен п-шi дәрежелi түбiрдiң анықтамасынан (· )n = ab немесе
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				(· )n = ()n · ()n = a · b
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				теңдiгiн алуға болады. Сонымен,  = · . 
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				Алтыншы қасиеттi  =  дәлелдейiк.
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				Дәлелдеу.  өрнегiн nk дәрежесiне шығарайық: == ()k = a. Соңғы теңдiктен  өрнегi а санының nk дәрежелi түбiрi екенi шығады. 

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

					1-, 3-, 4-, 5-қасиеттердiң дәлелдеуiн өздерiң қарастырыңдар.

				
					
						[image: ]
					

					
						
							1. Берiлген өрнектердi түрлендiрейiк:

							1) · ;	2);	3) ;	4) .
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							2. 1) , b l 0; 2), b m 0; 3) түбiрлерiнен көбейткiштi түбiр таңбасының алдына шығарайық.
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							Шешуi. 1) b l 0 болғандықтан, түбiр таңбасының ішінен оң таңбалы көбейткiш шығады: 

							 = = ;
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							2) b m 0, сондықтан түбiр таңбасының ішінен терiс таңбалы көбейткiш шығады: 

							 = = –3b3;
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							3) = = 5a2b2.

							
								[image: ]
							

							Жауабы: 1) ; 2); 3).
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					1.	n-шi дәрежелi түбiр мәнiнiң саны неге байланысты? Жауабын түсiндiрiңдер.

					2.	Неге терiс санның жұп дәрежелi түбiрi болмайды? Жауабын түсiндiрiңдер.

				Жаттығулар

				А

					Берiлген теңдiктердiң орындалатынын тексерiңдер (5.1-5.2):

				5.1.	1) = 4;	2) = –1;	3) = 2;	4) = –3.
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				5.2.	1) = 1;	2) = 2;	3) = –5;	4) = 0.
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							3. 1) 4; 2) , а l 0 өрнектерiндегi көбейткiштi түбiр астына енгiзейiк.
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							Шешуi. 1) 4 өрнегiнде түбiр үшiншi дәрежелi болғандықтан, 4 санын түбiр таңбасының ішіне үшiншi дәрежемен енгiземiз:

							4 =  = .
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							2)  өрнегiндегi а саны терiс емес сан және түбiр алтыншы дәрежелi болғандықтан, түбiр таңбасының ішіне а санының алтыншы дәрежесiн енгiземiз:

							 = .
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							Жауабы: 1) ; 2) .
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							Шешуi. 1) · = = = 2;	
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							2)  =  =  = 1,5;	3)  = ;	
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							4) = =.

							
								[image: ]
							

							Жауабы: 1) 2; 2) 1,5; 3); 4). 
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					Есептеңдер (5.3-5.4):

				 5.3.	1) ;	2) ;	3) ;	4) .
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				 5.4.	1) ;	2) ;	3) ;	4) .

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

					Теңдеулердi шешiңдер (5.5-5.6):

				 5.5.	1) х3 + 8 = 0;	2) х6 = 7;	3) х3 = 4;	4) х4 = 16.

				 5.6.	1) 16х4 – 1 = 0;	2) 0,01х3 + 10 = 0;

					3) х7 + 128 = 0;	4) х6 – 64 = 0.

					Өрнектiң мәнiн табыңдар (5.7—5.11):

				 5.7.	1) ;	2) ;	3) ;	4) .
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				 5.8.	1) ;	2) ;	3) ;	4) . 
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				 5.9.	1) ;	2) ;	3) ;	4) . 
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				5.10.	1) ;	2)  · ;	3) ;	4) .
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				5.11.	1) ;	2) ;	3) ;	4) .
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				5.12.	Көбейткiштi түбiр таңбасының алдына шығарыңдар (х > 0, y > 0):

					1) ;	2) ;	3) ;	4) .
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				5.13.	Көбейткiштi түбiр таңбасының астына енгiзiңдер (x > 0, y > 0):

					1) х2у;	2) ;	3) х2 у3 ;	4) ху2 .
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				В

					Өрнектердi ықшамдаңдар (5.14-5.15):

				5.14.	1)  өрнегiн х l 0, х < 0 жағдайлары үшiн қарастырыңдар;

					2) , мұндағы х l 0; 3) ;	4) , мұндағы х l 0.
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				5.15.	1) – , мұндағы а m 0;	
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					2) – , мұндағы х l 0;
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					3)  + , мұндағы b l 0;	
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					4)  + , мұндағы x m 0.
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					Есептеңдер (5.16—5.18): 

				5.16.	1) ·  ·  · ;	2)  ·  · ;
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					3)  · ;	4) .
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				5.17.	1) 3 –  – 0,2;	
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					2) 2 ·  + 0,8;
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					3) 0,25 ·  – 0,17;	
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					4) 5,6 ·  + 0,75.
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				5.18.	1)  – ;
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					2) ;

					3)  + 0,25 + 10;
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					4) 4 +  – 1,6.

				
					[image: ]
				

				
					
						
							[image: ]
						

						
							[image: ]
						

					

					
						
							5.19.	 және  белгілерін француз математигі Альбер Жирар, неміс философы және математигі Готфрид Вильгельм Лейбниц бірінен соң бірі қолдана бастады.
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								А. Жирар

								(1595—1632)

							

						

					

				

				Дәреже, дәреженiң негiзi және көрсеткiшi, натурал көрсеткiштi дәреже, бүтiн көрсеткiштi дәреже мен оның қасиеттерi, рационал сан, п-шi дәрежелi түбiр және оның қасиеттерi.
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					Түйінді ұғымдар

				

			

			
				
					Дәреже, дәреженің көр-сеткіші, п-ші дәрежелі тү-бір, рационал сан, өрнек
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				§ 6. Рационал көрсеткiштi дәреже

					Сендер рационал көрсеткішті дәреже ұғымымен танысасыңдар.
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							Кез келген санды натурал дәрежеге, нөлден өзгеше санды нөлiншi және терiс бүтiн дәрежеге шығару, сонымен қатар, кез келген а және b сандары мен кез келген m және n бүтiн сандары үшiн мына қасиеттердiң орындалатыны белгiлi:

							1. аm · аn = аm + n. 5. =  (b ≠ 0).
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							2. аm : аn = аm – n (а ≠ 0).	6. Eгер m > n болса, онда

							3. (аm)n = аmn.	a > 1 жағдайында am > an; 

							4. (ab)n = аn · bn. 0 < a < 1 жағдайында am < an.
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				Ендi кез келген терiс емес санды оң және терiс бөлшек дәрежеге шығаруды қарастырайық. Мысалы: ; ; ; .
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				Рационал көрсеткiштi  санын алайық, мұндағы n ∈ N, ал m ∈ Z. Осы өрнектi n-шi дәрежеге шығарсақ, =  = am.
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				п-шi дәрежелi түбiрлердiң анықтамасына сәйкес соңғы теңдiктен  саны ат санының п-шi дәрежелi түбiрi болады. Ендi рационал көрсеткiштi дәреженiң анықтамасын берейiк.

				Анықтама. а > 0 санының  рационал көрсеткiштi дәрежесi деп am санынан алынған n-шi дәрежелi түбiрдiң мәнiн айтады.

				Анықтама бойынша

					 = ,	(1)
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				мұндағы т — кез келген бүтiн, n — кез келген натурал сан (n > 1) және n — түбiр көрсеткiшi, т — түбiр таңбасының iшiндегi а санының дәрежесi.
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							1. Рационал көрсеткiштi дәреженi түбiр түрiнде жазайық: 

							1) ;	2) ; 3) 51,7.
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							Шешуi. (1)-формуланы қолданып өрнектi: 1)  = ; 2)  =  түрiнде жазамыз; 3) көрсеткiштегi ондық бөлшектi жай бөлшекке айналдырған соң (1)-формуланы қолданамыз: 51,7 =  = .
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							Жауабы: 1) ; 2) ; 3) .
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					Сендер рационал көрсеткішті дәреженің қасиеттерін білесіңдер. 

				Дәреженiң қасиеттерi рационал көрсеткiштi дәрежелер үшiн де орындалады.

				a > 0, b > 0 және кез келген r мен s рационал сандары үшiн мына теңдiктер орындалады:

				1. ar · as = ar + s.

				2. ar : as = ar – s.

				3. (ar)s = ars.

				4. (ab)r = arbr.

				5.  = , b ≠ 0.

				
					[image: ]
				

				2- және 5-қасиеттердiң дәлелдеулерiн келтiрейiк. 

				Ол үшiн r = , s =  деп белгiлейiк, мұндағы n және q — натурал сандар, ал т, р — бүтiн сандар. 

				
					[image: ]
				

				ar : as = ar – s теңдiгiнiң орындалатынын дәлелдейiк. 

				Дәлелдеу.

				ar : as =: = : = : = =  =  === ar – s , демек, ar : as = ar – s.  

				
					[image: ]
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					[image: ]
				

				=  (b ≠ 0) теңдiгiнiң ақиқат болатынын дәлелдейiк. 
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				Дәлелдеу. = =  =  =  = = , яғни = . 
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					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					
						[image: ]
					

					
						
							2. 1) ; 2) 6250,75; 3)  өрнектерiнiң мәндерiн есептейiк.

							
								[image: ]
							

							Шешуi. (1)-формуланы қолданамыз: 1)  = == 8 · 2 = 16;

							
								[image: ]
							

							2) 6250,75 = = = 53 = 125;

							
								[image: ]
							

							3) = = =  = .

							
								[image: ]
							

							
								[image: ]
							

							Ескерту. Егер a < 0 болса, онда рационал көрсеткiштi дәреже бiрмәндi анық-талмайды.

							Мысалы,  =  = = –3. Ал  = . Сонда ====== 3.

							
								[image: ]
							

							
								[image: ]
							

							
								[image: ]
							

							
								[image: ]
							

							
								[image: ]
							

							Демек, дәреженiң негiзi терiс сан бола алмайды.

							Жауабы: 1) 16; 2) 125; 3) .
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					1-, 3-, 4-қасиеттердiң дәлелдеуiн өздерiң қарастырыңдар.

				Ендi рационал көрсеткiштi дәреженiң қасиеттерiне мысалдар қарастырайық.

				Сонымен қатар рационал көрсеткiштi дәреженiң теңсiздiк арқылы берiлетiн келесi екi қасиетi бар.

				6. r — рационал сан және 0 < a < b болса, онда

				r > 0 болғанда ar < br ;

				r < 0 болғанда ar > br.

				7. Кез келген r және s рационал сандары үшiн r > s теңсiздiгiнен

				a > 1 болса, онда ar > as ; 

				0 < a < 1 болса, онда ar < as

				шығады.

					Сендер рационал көрсеткішті дәреже қасиеттерін алгебралық өрнектерді түрлендіруде қолдануды үйренесіңдер. 

				
					[image: ]
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							3. Өрнектердi ықшамдайық: 

							1) ;	2)  · : .

							
								[image: ]
							

							
								[image: ]
							

							Шешуi. 1)=+=–+=.

							
								[image: ]
							

							
								[image: ]
							

							
								[image: ]
							

							Берiлген өрнектi ықшамдау кезiнде a2 – b2 = (a + b)(a – b) формуласы қолданылды.

							2) a2 – b2 = (a + b)(a – b) формуласын, ортақ көбейткiштi жақшаның сыртына шығару, рационал бөлшектердi көбейту, бөлу амалдарын және қысқартуды қолданып ықшамдаймыз:

							·:=·· = = –. 

							
								[image: ]
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							Жауабы: 1) ; 2) –.
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					1.	Рационал көрсеткiштi дәреженiң анықталу облысын атаңдар. Жауабын түсiндiрiңдер.

					2.	“Негiзi бүтiн сан болғанда, рационал көрсеткiштi дәреженiң мәндерi бүтiн сандар жиынын бередi” деген тұжырым ақиқат па? Жауабын түсiндiрiңдер.

					3.	 теңдiгi a-ның қандай мәндерiнде дұрыс болады?

				Жаттығулар

				А

				6.1.	Берiлген өрнектердi түбiр түрiнде жазыңдар:

					1) 31,8;	2) 21,6;	3) 6–1,5;	4) 71,2.

				6.2.	Берiлген түбiрдi рационал көрсеткiштi дәреже түрiнде жазыңдар:

					1);	2);	3);	4).

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

					Өрнектердiң мәнiн табыңдар (6.3-6.4):

				6.3.	1) 810,5;	2);	3);	4) .
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				6.4.	1) ;	2) ;

				
					[image: ]
				

					3) 810,75 : ;	4) .
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							4. Берiлген сандарды салыстырайық:

							1) және ; 2)және ; 3)  және .

							
								[image: ]
							

							
								[image: ]
							

							
								[image: ]
							

							Шешуi. 1) Алдымен п-шi дәрежелi түбiрлердi негiздерi бiрдей рационал көрсет-кiштi дәрежеге келтiремiз: ==  = 30,6; = === 30,5. Ендi 7-қа-сиеттi қолданамыз: 3 > 1 және 0,6 > 0,5 болғандықтан, 30,6 > 30,5. Демек,  > .

							
								[image: ]
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								[image: ]
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							2) п-шi дәрежелi түбiрлердi негiздерi бiрдей рационал көрсеткiштi дәрежеге келтiрейiк: = = ; = = . Ендi 7-қасиеттi қолданамыз: 2 > 1 және  >  болғандықтан,  > .
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							3)  және  рационал көрсеткiштi дәрежелердi түрлендiру арқылы бiрдей көрсеткiштерге келтiрейiк:  = = , = = . 
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							Ендi 6-қасиеттi қолданамыз: 0 <  <  және 100 > 0 болғандықтан, 
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							<. Демек, < . 
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					Өрнектердi көбейткiштерге жiктеңдер (6.5-6.6):

				 6.5.	1) ;	2) b – ;

				
					[image: ]
				

					3) 3 + ;	4) + .

				
					[image: ]
				

				 6.6.	1);	2);

				
					[image: ]
				

					3) 5 – ;	4) x +  +  + .
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					Бөлшектердi қысқартыңдар (6.7-6.8):

				 6.7.	1) ;	2) ;

				
					[image: ]
				

					3) ;	4) .
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				 6.8.	1) ;	2) ;

				
					[image: ]
				

					3) ;	4) .
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				 6.9.	Өрнектiң мәнiн табыңдар:

					1) –  + 3 · ;	2)  + ;
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					3) 10 · –+ 4 · ;	4) – +  · . 

				
					[image: ]
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				В

				6.10.	Өрнектi рационал көрсеткiштi дәреже түрiнде жазыңдар:

					1) ;	2) ;	3) ;	4) .
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				6.11.	Өрнектi түбiр түрiнде жазыңдар:

					1) 5 · ;	2) : ;	3) ;	4) · .
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				6.12.	Өрнектердiң анықталу облысын табыңдар:

					1) ;	2);	3);	4) .
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				6.13.	Ықшамдаңдар:

					1)  + , a > 0, b > 0;	2) , x ≠ y;

				
					[image: ]
				

					3) , a > 0, b > 0;

					4) , a > 0, b > 0.

					Есептеңдер (6.14-6.15):

				6.14.	1) ;	2)  ;
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					3) ;	4) .
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				6.15.	1) ;	2) ;
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					3) ;	4) .
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				6.16.	Ықшамдаңдар:

					1)  : , –1 < a m 1;
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					2) : , a l 0, a ≠ 1.

				
					[image: ]
				

				Өрнек, айнымалының мүмкiн болатын мәндер жиыны, өрнектер-дi тепе-тең түрлендiру, тепе-теңдік, тепе-теңдiктi дәлелдеу, n-шi дәрежелi түбiр және оның қасиеттерi, рационал көрсеткiштi дәреже және оның қасиеттерi.
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					Түйінді ұғымдар

				

			

			
				
					Дәреже, п-ші дәрежелі түбір, иррационал өрнек, қасиет, түрлендіру
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				§ 7. Иррационал өрнектердi түрлендiру

					Сендер иррационал өрнектерді түрлендіруде n-ші дәрежелі түбір қасиеттерін қолдануды үйренесіңдер.

				
					
						[image: ]
					

					
						
							Көбейткiштi түбiр алдына шығару, көбейткiштi түбiр астына енгізу, бөлшектiң бөлiмiн иррационалдықтан босату сендерге 8-сы-ныптың алгебра курсынан белгілі. Алдыңғы параграфтарда n-шi дәрежелi түбiр, рационал көрсеткiштi дәреже және олардың қасиеттерiн оқып-үйрендiңдер. 
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				Ендi осы түрлендiрулердi иррационал өрнектерге қолдануды қарас-тырамыз.

				
					
						[image: ]
					

					
						
							2.  өрнегiн көбейткiштерге жiктейiк.

							Шешуi.  = =

							
								[image: ]
							

							= .

							Жауабы: . 

							
								[image: ]
							

							
								[image: ]
							

							
								[image: ]
							

							
								[image: ]
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				Иррационал өрнектердi түрлендiру кезiнде мәнi оң да, терiс те бо-латын өрнектен n-шi дәрежелi түбiр шығару қажет болады.

				Өрнектен n-ші дәрежелі түбiрді шығарғанда мына ережелердi қолдану қажет:

				1) егер n жұп сан болса, онда түбiрдiң мәнi модуль таңбасымен алынады;

				2) егер n тақ сан болса, онда түбiрдiң мәнi модульсiз алынады.
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							3.  өрнегiнiң мәнiн табайық.

							Шешуi. Түбiр астындағы өрнектердi түрлендiремiз: 34 + 24 = (4 + 3)2 және 34 – 24 = (4 – 3)2. 

							
								[image: ]
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							1.  көбейтiндiсiн көпмүше түрiнде жазайық.

							Шешуi. =  ==  = –22 – .

							
								[image: ]
							

							
								[image: ]
							

							Жауабы: –22 – .
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				Ендi бөлшектiң бөлiмiн иррационалдықтан босатуға мысал кел-тiрейiк.

					1.	Рационал өрнектердi және иррационал өрнектердi түрлендiруде айырмашы-лық бар ма?

				Жаттығулар

				А

				7.1.	Өрнектiң мәнiн табыңдар:

					1) ;	2)  ;

				
					[image: ]
				

					3) ;	4) – – .

				
					[image: ]
				

					Есептеңдер (7.2—7.4): 

				7.2.	1) ;	2) ;

				
					[image: ]
				

				
					
						[image: ]
					

					
						
							4. 1) ; 2)  бөлшектерiнiң бөлiмiнде түбiр таңбасы бол-майтындай етiп түрлендiрейiк.

							
								[image: ]
							

							Шешуi. 1)  бөлшегiнiң бөлiмiнде  саны берiлген. Осы түбiрдiң астындағы өрнектi 53, яғни тура түбiр шығатын етiп толықтырамыз. Ол үшiн 5-тi 25 санына көбейту қажет. Демек, берiлген бөлшектiң алымы мен бөлiмiн  санына көбейтемiз: 
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							 =  = = = 3.
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							2)  бөлшегiнiң алдыңғы бөлшектен айырмашылығы — бөлiмiнде бiр қосылғышы радикал болып келген қосынды берiлген. Мұндай жағдайда бөлiмiн түбiрден босату үшiн бөлшектiң алымы мен бөлiмiн бөлiмiндегi өрнектiң түйiндес өрнегiне, яғни 3 –  өрнегiне көбейтемiз:
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							 =  =  =  = 3 –. 
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							Жауабы: 1) 3; 2) 3 –.
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							Сонда

							=+= |4 + 3| + |4 – 3| = = 4 + 3 – 4 + 3 = 6.
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							Жауабы: 6.
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					3) ;	4) .
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				7.3.	1) ;	2)  ;
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					3) ;	4) .
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				7.4.	1)  · 2;	2) ;
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					3) ;	4) . 
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				7.5.	Бөлшектiң бөлiмiнде радикалдар (түбiр таңбасы) болмайтындай етiп келесi өрнектердi түрлендiрiңдер:

					1) ;	2) ;	3) ;	4) ;
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					5) ;	6)  ;	7)  ;	8) .
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				В

					Ықшамдаңдар (7.6-7.7):

				7.6.	1) ;	

					2) ;

					3) ;	

					4) .

				7.7.	1) , p ≠ q ;

					2) , p > 0, q > 0;

					3) , a > 0, b > 0;

					4) , a ≠ 0, b ≠ 0.
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				7.8.	Бөлшектiң бөлiмiн иррационал өрнектен босатыңдар: 

					1) ;	2) ;	3) ;

				
					[image: ]
				

					4) ;	5) ;	6) ;

				
					[image: ]
				

					7) , 0 m b < 1;	8) , a l 0.
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				7.9.	Ықшамдаңдар:

					1) ; 2) .
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				Дәреже, дәреженiң негiзi және көрсеткiшi, функция, оның қасиет-терi мен графигi.

				§ 8. Дәрежелiк функция, оның қасиеттерi мен графигi

					Сендер нақты көрсеткішті дәрежелік функция ұғымымен танысасыңдар; дәреже көрсеткішіне тәуелді дәрежелік функция графигін салуды үйре-несіңдер.

				Кез келген нақты α саны үшiн оң айныма-лы хα санын анықтауға болады.

				Анықтама. 

					f(х) = хα , α ∈ R	(1)

				формуласымен берiлген функцияны дәрежелiк функция деп атайды.

				Мұнда дәреженiң негiзi ретiнде х тәуелсiз айнымалысы, ал оның дәреже көрсеткiшi ретiнде α нақты саны алынған. 

				Төменгi сыныптарда дәрежелiк функцияның көрсеткiшi натурал және бүтiн сандар болған жағдайларды қарастырдыңдар. 

				Мысалы, α = 1 болғанда графигi координаталар жазықтығының I және III ширектерiнiң биссектрисасын беретiн y = х сызықтық функ-циясы (21-сурет), ал α = 3 болғанда y = х3 үшiншi дәрежелi функцияның графигi кубтық параболаны беретiні белгiлi (22-сурет).
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					Түйінді ұғымдар

				

			

			
				
					Функция, график, дәре-желік функция, дәреженің көрсеткіші, нақты сан
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				1. Натурал дәрежелi функциялардың барлығын

					y = хп, n ∈ N	(2)

				формуласымен беруге болады. n = 1, n = 3 болғандағы натурал көрсеткiштi дәрежелiк функциялар қарастырылды.

				(2)-формулада n = 0 болған жағдайда f(х) = х0 = 1, онда функцияның графигi ординаталары 1-ге тең абсцисса осiне параллель болатын y = 1 түзуiн береді (23-сурет).

				(2)-формуладағы n саны жұп сандар (2; 4; 6; 8; ...) болса, онда олардың графиктерi 2; 4; 6; 8; ... дәрежелi параболалар, ал тақ сандар (3; 5; 7; 9; ...) болса, онда 3; 5; 7; 9; ... дәрежелi параболалар болады. Жұп дәрежелi функциялардың графиктерi — ордината осiне қарағанда симметриялы, ал тақ дәрежелi функциялар графиктері — бас нүктеге қарағанда симметриялы қисықтар.

				2. (2)-формуладағы n санын –n санымен алмастырсақ,

					y = х–п, n ∈ N	(3)

				бүтiн терiс көрсеткiштi дәрежелiк функция аламыз.

				24-суретте y = х–1 = функциясының, ал 25-суретте y = х–2 = функциясының графигi көрсетiлген.
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					y = және y = функцияларының мәндер жиыны бiрдей болуы мүмкiн бе? Жауабын түсiндiрiңдер. 
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				Ендi оң және терiс бөлшек көрсеткiштi дәрежелiк функцияны қарастырайық.

				3. Егер α =  (n, m — өзара жай натурал сандар) және m < n болса, онда оң бөлшек көрсеткiштi y = дәрежелiк функциясын аламыз.
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				Бұл функцияның графигi 26-суретте берiлген. 
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							(n–жұп сан)
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							27-сурет

						

					

					
						
							28-сурет
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				4. α =  (n, m — өзара жай натурал сандар) және  > 1 жағдайында оң бөлшек көрсеткiштi y = дәрежелiк функциясын аламыз. Бұл функцияның графигi 27-суретте берiлген.
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				5. Егер α = – (n, m — өзара жай натурал сандар) болса, онда терiс бөлшек көрсеткiштi y = дәрежелiк функциясын аламыз.
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				y = функциясы графигiнiң жалпы түрi 28-суретте көрсетiлген.

				Иррационал көрсеткiштi дәреже туралы түсiнiк.

				а > 0 және α саны иррационал сан болсын. Онда иррационал дәрежелi a санының, яғни aα санының мағынасын анықтайық. Ол үшiн мына үш жағдайды қарастырамыз:
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							25-сурет

						

					

					
						
							26-сурет
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				1) а = 1 болса, онда 1α = 1.

				2) а > 1 және α иррационал саны r1 рационал санынан үлкен (α > r1), бiрақ r2 рационал санынан кiшi (α < r2) болсын, яғни r1< α < r2. Онда r1 < r2 және < .
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				Демек, иррационал көрсеткiштi aα саны дәрежелерi кез келген r1, r2 рационал сандары болатын  мен  сандарының арасында орналасқан сан:  < aα < . Осы заңдылық кез келген а > 1 және кез келген α иррационал саны үшiн орындалады.
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				3) Ендi 0 < а < 1 аралығын қарастырайық. Бұл жағдайда r1 < α және r2 > α үшiн r1 < r2 және  >  шығады, олай болса,  < aα <  аламыз. Осы заңдылық кез келген 0 < а < 1 және кез келген α иррационал саны үшiн орындалады.
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				Рационал көрсеткiштi дәрежелердiң қасиеттерi иррационал көр-сеткiштi дәрежелер үшiн де орындалады.

				Ендi көрсеткiшi нақты сандар болғандағы дәрежелiк функцияны, яғни y = хα (α — кез келген нақты сан, х — дәрежелiк функцияның аргументi) формуласымен берiлген дәрежелiк функцияны қарас-тырайық.

				Егер α > 0 болса, дәрежелiк функцияны х = 0 жағдайында да анықталған функция деп есептеймiз, себебi 0α = 0.

				Егер α ∈ Z болса, дәрежелiк функция х > 0 немесе х < 0 жағдайында да анықталған функция болып табылады. α саны жұп сан болса, ондa y = хα функциясы жұп функция, ал α тақ сан болса, онда тақ функция болады. Сондықтан y = хα дәрежелiк функциясын х ∈ (0; +∞) интер-валында зерттеген жеткiлiктi.

					1.	Дәрежелiк функцияның дәреже көрсеткiшiне байланысты түрлерiн атаңдар және оған мысал келтiрiңдер.

					2.	[0; +∞) аралығында орналасқан у = х2 және у =  функцияларының гра-фиктерiне сипаттама берiңдер.

					3.	у = х–2,5 және у = х2,5 функцияларының анықталу облыстарында қандай айырмашылық бар? Жауабын түсiндiрiңдер.

				Жаттығулар

				А

					у = f(х) функциясының графигiн салыңдар (8.1-8.2):

				8.1.	1) f(х) =x6 ;	2) f(х) =x–5 ;	3) f(х) =;	4) f(х) =.
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				8.2.	1) f(х) = хπ;	3) f(х) =;	2) f(х) = х–π;	4) f(х) =.
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				8.3.	Берiлген график бойынша у = f(х) функциясының қасиеттерiн атаңдар (29-сурет):

				В

				8.4.	у = f(х) функциясының анықталу облысын табыңдар:

					1) f(х) =  – 3;	2) f(х) = x4,5 + 2;

					3) f(х) = х–2,5 + 2;	4) f(х) = – + 4.

				8.5.	у = f(х) функциясының мәндер жиынын табыңдар:

					1) f(х) = – 5;	2) f(х) =  + 3,5;
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					3) f(х) = х3,7 – 2;	4) f(х) =  + .
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					Қарапайым түрлендiрулердi қолданып у = f(х) функциясының графигiн салыңдар. Графиктi қолданып функцияға сипаттама берiңдер (8.6-8.7):

				8.6.	1) f(х) = –;	2) f(х) =  + 3,5;
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					3) f(х) = х0,5 – 2;	4) f(х) = 3 + 2x0,5.

				8.7.	1) f(х) =  + 4;	2) f(х) = – + 1,5;
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					3) f(х) =  – 2,5;	4) f(х) =  + 3,5.
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				8.8.	Теңдеулердiң түбiрлерін графиктiк тәсiлмен көрсетiңдер:

					1)  = 4,5;	2) х2 – х3,7 = 0;	3)  = х4;	4)  = –.
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					Түйінді ұғымдар

				

			

			
				
					Функция, дәрежелік функ-ция, туынды, алғашқы функция, интеграл
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				8.9.	Теңсiздiктер жүйесiн графиктiк тәсiлмен шешiңдер:

					1) 	2) 	
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					3) 	4) 
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				Дәрежелiк функция, туынды, интеграл және оның қасиеттерi.

				§ 9. Нақты көрсеткішті дәрежелік функцияның туындысы мен интегралы

					Сендер нақты көрсеткішті дәрежелік функцияның туындысын табу ережелерін қолдануды үйренесіңдер.

				
					
						[image: ]
					

					
						
							Дәрежелiк функцияның дербес жағдайларының туындысын есептеу формулалары белгілі. 

							f(х) = хn (n ∈ Z) және f(х) = (х > 0) функцияларының туындысы сәйкесiнше f′(х) = n · хn – 1 және f′(х) = формулаларымен табылады.

							
								[image: ]
							

							
								[image: ]
							

						

					

					
						[image: ]
					

				

				Ендi f(х) = хα, х ≠ 0 және α кез келген нақты сан болғандағы дәрежелiк функцияның туындысын есептеу формуласын берейiк. 

				Теорема. Егер х > 0 және α кез келген нақты сан болса, онда f(х) = хα дәрежелiк функциясының туындысы 

					f′(х) = (хα)′ = α · хα – 1	(1) 

				формуласымен табылады.

				Дәлелдеу. 10-сыныпта берiлген туындының анықтамасы бойынша дәлелдеу алгоритмiн қолданамыз:

				1) х-ке ∆х өсiмшесiн беремiз: х + ∆х;

				2) аргументтiң өсiмшесiне сәйкес функцияның өсiмшесiн анықтаймыз:

				f(х + ∆х) – f(х) = (х + ∆х)α – хα = хα ;
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				3) функция өсiмшесiнiң аргумент өсiмшесiне қатынасын табамыз:  = хα ·  = хα ·  =
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				= хα – 1 ·  ;

				4) шыққан қатынастың ∆х → 0 кезiндегi шегiн табамыз: 

				 → α · хα – 1 , яғни f′(х) = (хα)′ = α · хα – 1.  
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				Кез келген нақты α саны үшiн ∆х → 0 кезiнде → α бола-ды. α =  үшiн ∆х → 0 жағдайда  =  екенiн дәлелдейiк.
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				Дәлелдеу. Алдымен бөлшектiң алымын иррационалдықтан бо-сатайық. Ол үшiн бөлшектiң алымын да, бөлiмiн де алымына түйiндес өрнекке көбейтемiз:

				 =  =  =
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				=. 

				Соңғы бөлшектiң ∆х → 0 ұмтылғандағы мәнi = болады.  
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					α = 1, α = 2 үшiн ∆x → 0 жағдайда = α болатынын өздерiң дәлелдеңдер.
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					Сендер нақты көрсеткішті дәрежелік функцияның интегралын табуды үйре-несіңдер.

				Дәрежелiк функцияның алғашқы функциясын есептеу формуласын берейiк.

				Теорема. α ≠ –1 болғанда у = xα дәрежелiк функциясының алғашқы функциясы

					F(х) =+ С	(2)

				формуласымен табылады.

				Дәлелдеу. f(х) = + С функциясы f(х) = хα функциясының алғашқы функцияcы болатынын көрсету керек. Ол үшiн алғашқы функцияның анықтамасын қолданамыз:

				f′(х) = ′ =  · (хα + 1)′ =  · (α + 1) хα + 1 – 1 = хα = f(х). 
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							1. Берiлген функциялардың туындысын табайық:

							1) f (х) = 11 +;	2) f (х) =  – 5х0,75.
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							Шешуi. Туындыны есептеу ережелерi мен (1)-формуланы қолданамыз: 

							1) f′(х) = ′ = 11 ·  ·  +  =  + ;
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							2) f′(х) = ′ = ′ =  · 3 – 5 × × 0,75х–0,25 =  – 3,75.
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							Жауабы: 1)  + ; 2)  – 3,75.
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							2. Анықталмаған интегралды табайық:

							1) ∫x3 dx;	2) ∫dx;	3) ∫dx.
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							Шешуi. (2)-формуланы қолданамыз:

							1) ∫x3 dx =+ C;	2) ∫dx =+ C = + C = –+ C;
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							3) ∫dx = + C = + С = + C.
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							Жауабы: 1) + C; 2) – + C; 3)  + C.
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							4. y = қисығы және у = 1, х = 1, х = 16 түзулерiмен шек-телген жазық фигураның ауданын есептейiк.

							Шешуi. Жазық фигураның геометриялық кескiнi 30-суретте берiлген. Жазық фигураның ауданын есептеу формуласын қолданамыз:

							30-сурет

							Sф =  =  =  =  ––  = 9,6 + 0,2 = 9,8.
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							Жауабы: 9,8 кв. бiрл.
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					1.	Егер f(х) = х–n (n ∈ N) болса, онда f′(х) ∈ R тұжырымы дұрыс па? Жауабын түсiндiрiңдер. 

					2.	у = х–n (n ∈ N) функциясының қандай нүктеде алғашқы функциясын табуға болмайды? Жауабын түсiндiрiңдер. 

				Жаттығулар

				А

					у = f(х) функциясының туындысын табыңдар (9.1-9.2):

				9.1.	1) f(х) = ;	2) f(х) =;	3) f(х) =;	4) f(х) = .
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							3. Анықталған интегралдың мәнiн есептейiк:

							1) ;	2) .

							
								[image: ]
							

							Шешуi. (2)-формула мен анықталған интегралды есептеу формуласын қолданамыз:

							1)  = = –= –  = 39;
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							2)  = == –  = (243 – 1) = = 96,8.
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							 Жауабы: 1) 39; 2) 96,8.
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				9.2.	1) f(х) = x1,4;	2) f(х) = x–3,5;	3) f(х) = xπ;	4) f(х) = x–π .

				9.3.	у = f(х) функциясының графигiне N(a; b) нүктесiнде жүргiзiлген жанаманың теңдеуiн жазыңдар:

					1) f(х) =, N;	2) f(х) = + х, N(1; 2);
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					3) f(х) =, N(1; 1);	4) f(х) = x–3 + 3, N(1; 4).
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				9.4.	у = f(х) функциясының [a; b] кесiндiсiндегi ең үлкен және ең кiшi мәндерiн табыңдар:

					1) f(х) =, [1; 4];	2) f(х) =, [1; 8];
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					3) f(х) =, [–8; –1];	4) f(х) = , [1; 16]. 
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				9.5.	у = f(х) функциясының алғашқы функциясын жазыңдар:

					1) f(х) =;	2) f(х) = –2х–π ;

					3) f(х) =х–4 ;	4) f(х) = 0,5х–0,5 .

				9.6.	Интегралды есептеңдер:

					1) ;	2) ;
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					3) ;	4).
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				9.7.	Берiлген сызықтармен шектелген жазық фигураның ауданын табыңдар:

					1) у = , х = 1, х = 4,	у = 0;

					2) у =, х = 1, х = 2,	у = 0;

					3) у = , х = 1, х = 8,	у = 0;

					4) у =, х = 1, х = 2,	у = 0.

				В

				9.8.	у = f(х) функциясының туындысын табыңдар:

					1) f(х) = + x2,5 + 10;	2) f(х) =–  – 5,8;
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					3) f(х) =  + ;	4) f(х) =  – .
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				9.9.	у = f(х) функциясының графигiне N(a; b) нүктесiнде жүргiзiлген жанаманың теңдеуiн жазыңдар:
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					1) f(х) =, N;	2) f(х) =  + 2х, N(1; 3);
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					3) f(х) =, N(–1; 1);	4) f(х) = x3 – 3, N(–1; –4).
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				9.10.	у = f(х) функциясының [a; b] кесiндiсiндегi ең үлкен және ең кiшi мәнiн табыңдар:

					1) f(х) =, [1; 9];	2) f(х) = x–5, [2; 3];

					3) f(х) =, [8; 27];	4) f(х) =, [1; 16]. 
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				9.11.	у = f(х) функциясының алғашқы функциясын жазыңдар:

					1) f(х) =+ х2,5;	2) f(х) = –2х–53 +;
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					3) f(х) =+;	4) f(х) = .
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					Интегралды есептеңдер (9.12-9.13):

				9.12.	1) ;	2).
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				9.13.	1) ;	2)0,4 (1 + 0,2х)–0,6dx.
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				9.14.	Берiлген сызықтармен шектелген жазық фигураның ауданын табыңдар:

					1) у = x–2,	х = 2,	х = 3,	у = 1;

					2) у = –х2,	х = –1,	х = 1,	у = –2;

					3) у = x–3,	х = –4,	х = –1,	у = –1;

					4) у = –x3,	х = –3,	х = –2,	у = 2.
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							9.15.	Швейцариялық математик Иоганн Бер-нулли хr функциясының анықталған ин-тегралын табудың формуласын қорытып шығарған.
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								И. Бернулли

								(1667—1748)
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				өзiңдi тексер!

				1.	 +  +  өрнегiнiң мәнiн есептеңдер:
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					A) 5,3;	B) 0,3;	C) 2,8;	D) 3.

				2.	 өрнегiн квадраттаңдар:

					A) ;	B) ;
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					C) ;	D) .
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				3.	 ·  өрнегiнiң мәнiн есептеңдер:
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					A) 56;	B) 18;	C) 12;	D) 36.

				4.	а-ның қандай мәнiнде = а2 теңдiгi ақиқат болады:

					A) a — оң сан;	B) a — кез келген сан;

					C) ондай мән жоқ;	D) a — терiс емес сан?

				5.	Арасында  өрнегi орналасқан тiзбектес екi бүтiн санды атаңдар:

					A) 1 және 2;	B) 2 және 3;	

					C) 3 және 4;	D) 4 және 5.

				6.	 ·  + 4:  өрнегiн ықшамдаңдар:
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					A) ;	B) ;	C) ;	D) .
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				7.	 мәнi неге тең:

					A) 1;	B) ;	C) 0,5;	D) ?
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				8.	Егер c = болса, онда +  +  өрнегiнiң мәнiн табыңдар:
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					A) 13;	B) –13;	C) –1;	D) 1.

				9.	 бөлшегiн қысқартыңдар:

					A) ;	B) ;	C) ;	D) .
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				10.	өрнегiндегi көбейткiштi түбiр таңбасының алдына шыға-рыңдар:

					A) ;	B) ;
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					C) ;	D) .
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				11.	 бөлшегiнiң бөлiмiн иррационалдықтан босатыңдар:

					A) ;	B) ;	C) ;	D) .
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				12.	x4 – 16 = 0 теңдеуiнiң неше түбiрi бар:

					A) бiр түбiрi бар;	B) екi түбiрi бар;	

					C) шексiз көп;	D) төрт түбiрi бар?

				13.	 ·  –  ·  өрнегiн ықшамдаңдар:
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					A) ;	B) ;	C) 1;	D) .

				
					[image: ]
				

				14.	у = функциясының графигiне абсциссасы х = 1 болатын нүктеде жүргiзiлген жанаманың теңдеуiн жазыңдар:

					A) у = х – ;	B) у = х – ;
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					C) у = х + 2;	D) у = х + .
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				15.	dx интегралының мәнiн табыңдар:
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					A) 1;	B) ;	C) –;	D) –1.
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				16.	у =, у = 0, х = 4 сызықтарымен шектелген жазық фигураның ауданын есептеңдер:

					A) ;	B) ;	C) ;	D) .
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				Теңдеу, теңдеудiң түбiрi, айнымалының мүмкін болатын мәндер жиыны, мәндес теңдеулер, n-шi дәрежелi түбiр, дәрежеге шығару.
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				§ 10. Иррационал теңдеулер

					Сендер иррационал теңдеудің анықтамасын біле-сіңдер.
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				Кестені толтырыңдар:

				3-кесте

				
					Теңдеудің атауы

				

				
					Теңдеудің шешімі

				

				
					2x + 3 = –10

				

				
					x2 + 2x – 3 = 0

				

				
					x4 + 2x2 – 3 = 0

				

				
					= 0

					
						[image: ]
					

				

				Кестені толтыру барысында рационал теңдеулерді шешу жолдары еске түсірілді. Енді теңдеудің келесі түріне көшеміз.

					 = 4, 10 –  = 4, 10 –  = 4 теңдеулерінің жоғарыда қарастырылған теңдеулерден қандай айырмашылығы бар?
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				Мұндай теңдеулер иррационал теңдеулердің мысалдары болады.

				Анықтама. Айнымалысы түбір таңбасының астында немесе бөлшек көрсеткіштің негізінде берілген теңдеулер иррационал теңдеулер деп аталады. 

				Сонымен қатар бірінші және үшінші теңдеулердегі түбірдің көр-сеткіші жұп сан, ал төртінші теңдеудегі түбірдің көрсеткіші тақ сан болады.
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							1. x + = 0; 6 + = 0;  = 16; 2 –  = 1 теңдеулері иррационал теңдеулер болады. Бірінші, үшінші және төртінші теңдеулерде айнымалы түбір таңбасының астында, ал екінші теңдеуде айнымалы бөлшек көрсеткішті дәреженің негізінде берілген.
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				Иррационал теңдеулер
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					Түйінді ұғымдар

				

			

			
				
					Теңдеу, иррационал тең-деу, айнымалының мүмкін болатын мәндер жиыны, теңдеудің шешімі, бөгде түбір 
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				Сондықтан көрсеткіші жұп сан болатын түбірлері бар иррацио-нал теңдеулерді шешу барысында арифметикалық квадрат түбір ұғымы ескеріледі және айнымалының мүмкін болатын мәндер жиыны ізделінеді. 

					 = –16 иррационал теңдеуінің шешімі неліктен бос жиын болады?
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				Демек, айнымалының мүмкін болатын мәндерін табу иррационал теңдеудің құрамдас бөлігі болып табылады. 

					Сендер айнымалының мүмкін болатын мәндер жиынын табу бойынша білімдеріңді кеңейтесіңдер. 
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							3.  = x иррационал теңдеуіндегі айнымалының мүмкін болатын мәндер жиынын табайық. 

							Шешуі. Теңдеудегі түбірдің көрсеткіші жұп сан болғандықтан,  теңсіз-діктер жүйесін аламыз. Бұдан  теңсіздіктер жүйесінің шешімі [0; +∞) аралығы болады (31-сурет).
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							31-сурет

							Жауабы: [0; +∞).
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							Көрсеткіші жұп сан болатын түбірлердің түбір астындағы ай-нымалысының мәні теріс емес болған жағдайда ғана өрнектің ма-ғынасы болады.
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							2.  = x иррационал теңдеуінде түбірдің көрсеткіші жұп екенін ескеріп, түбір таңбасының астындағы өрнектің айнымалы-ның қандай мәндерінде мағынасы болатынын анықтау керек.
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							4. = 0 иррационал теңдеуіндегі айнымалының мүмкін болатын мәндер жиынын табайық. 

							Шешуі. Теңдеуде квадрат түбірлер берілген, сондықтан  теңсіздік-тер жүйесін аламыз. Бұдан  теңсіздіктер жүйесінің шешімі [–1,5; 4] аралығы болады (32-сурет). 
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							32-сурет

							Жауабы: [–1,5; 4].
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					 = 0 иррационал теңдеуіндегі айнымалының мүмкін болатын мәндер жиыны бос жиын болатынын өздерің қарастырыңдар.
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				Иррационал теңдеуді шешу — оның шешімдер жиынын табу.

					1.	Иррационал теңдеудің рационал теңдеуден қандай өзгешелігі бар?

					2.	Иррационал теңдеу мен рационал теңдеудің қандай ұқсастықтары бар?

				Жаттығулар

				А

				10.1.	Айнымалының қандай мәндерінде өрнектің мағынасы болады:

					1) ;	2) ;	3) ;	4) ?
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				10.2.	Айнымалының мүмкін болатын мәндер жиынын табыңдар:

					1) ;	2) ;	3) + х;	4) х +.
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				10.3.	Түбірі берілген сан болатын иррационал теңдеуді құрастырыңдар:

					1) х = 5; 2) х = –6;	3) х = –0,2; 4) х = 2,3. 

				10.4.	Иррационал теңдеудің түбірлері тиісті болатын аралықты табыңдар:

					1) = x;	2) = 3x; 3)  = 2x;	4) = 3x.
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				10.5.	Берілген сан (сандар) иррационал теңдеудің түбірі (түбірлері) бола ма:

					1) = 3 және х = 14;	2)  = 0 және х = –20;
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					3) = 0 және х = –4, х = –12;	

					4)  = х және х = 2, х = 1?

				В

				10.6.	Айнымалының қандай мәндерінде өрнектің мағынасы болады:

					1) ;	2) ; 
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					3) ;	4) ?
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							5. 3 және –1 сандары = x иррационал теңдеуінің түбірлері бола ма? 

							Шешуі. Ол үшін сандарды берілген теңдеуге қоямыз. Яғни, = 3 теңдігі ақиқат, ал  = –1 теңдігі ақиқат емес екенін көреміз. Сонда 3 саны теңдеудің түбірі, ал –1 саны бөгде түбір болады.
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							Жауабы: 3 саны түбірі болады; –1 бөгде түбір.
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				10.7.	Айнымалының мүмкін болатын мәндер жиынын табыңдар:

					1) + х;	2) – х; 

				
					[image: ]
				

					3) ;	4)  – .

				
					[image: ]
				

				10.8.	Берілген сандар иррационал теңдеудің түбірлері бола ма:

					1) = x және х = 0, х = –3; 

				 2) = x және х = 2, х = 5?

				§ 11. Иррационал теңдеулерді шешу

					Сендер теңдеудің екі жағын бірдей n-ші дәрежеге шығару әдісі арқылы иррационал теңдеулерді шешуді үйренесіңдер. 

				Иррационал теңдеулерді шешудің екі әдісін қарастырамыз:

				1) теңдеудiң екi жақ бөлiгiн бiрдей дәре-жеге шығару;

				2) жаңа айнымалы енгiзу.

				І. Теңдеудiң екi жағын бiрдей дәрежеге шығару әдісі арқылы ирра-ционал теңдеулердi шешу.

				 

				
					
						[image: ]
					

					
						
							1. x + = 7 теңдеуiн шешейiк. 

							Шешуi. Радикалы бар өрнектi теңдiктiң сол жағында қалдырып, теңдеудiң қалған мүшелерiн теңдiктiң оң жағына шығарамыз:  = 7 – x. Теңдеудiң екi жақ бөлiгiн квадраттаймыз: = (7 – x)2. Осыдан 3x + 7 = 49 – 14x + x2 немесе x2 – 17x + 42 = 0. Соңғы теңдеудiң түбiрлерi x1 = 3 және x2 = 14.

							
								[image: ]
							

							Табылған х-тiң мәндерiн берiлген теңдеуге қойып, теңдiктiң орындалатынын тексеремiз:

							1) x1 = 3 түбiрiн x-тiң орнына қойсақ, 3 +  = 7; 3 + = 7; 3 + 4 = 7; 7 ≡ 7, яғни теңдiк орындалады.
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							Бiрiншi түбiр берiлген иррационал теңдеудi қанағаттандырады.
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							1) Берiлген иррационал теңдеудi түрлендiру арқылы  = g(x) түрiне келтiру;

							2) теңдеудiң екi жақ бөлiгiн n-шi дәрежеге шығарып = (g(x))n, шешу әдiсi белгiлi f(x) = gn(x) теңдеуiн алу;

							3) соңғы теңдеудi шешу, табылған түбiрлердi берiлген теңдеуге қойып тексеру; 

							4) теңдеудi қанағаттандыратын түбiрлердi теңдеудiң түбiрлерi ретiнде алу. 
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					Түйінді ұғымдар

				

			

			
				
					Иррационал теңдеу, тең-деудің түбірі, теңдеуді шешу тәсілі
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							2. = 6 теңдеуiн шешейiк. 

							Шешуi. Теңдеудi шешу үшiн түбiр таңбасы бар өрнектердiң бiреуiн теңдеудiң сол жақ бөлiгiнде қалдырып, екiншiсiн теңдеудiң оң жақ бөлiгiне көшiремiз: = = 6 –. Теңдеудi шешу үшiн оның екi жақ бөлiгiн екiншi дәрежеге шығарамыз: = , 2х + 6 = 36 –  + х – 1 немесе == 29 – х. Иррационал теңдеу шыққандықтан, соңғы теңдеудiң екi жақ бөлiгiн екiншi рет квадраттаймыз: 144(х – 1) = (29 – х)2, 144х – 144 = 841 – 58х + х2; х2 – 202х + 985 = 0. Шыққан теңдеудiң түбiрлерi х1 = 5 және х2 = 197.
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							Тексеру жүргiзе отырып х1 = 5 берiлген теңдеудiң түбiрi болатынын, ал x2 = 197 бөгде түбiр екенiн анықтаймыз.

							Жауабы: 5.
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					Сендер айнымалыны алмастыру әдісі арқылы иррационал теңдеулерді шешуді үйренесіңдер.
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							2) x2 = 14, яғни 14 + = 7; 14 + = 7; 14 + 7 = 7; 21 ≠ 7. Екiншi түбiр берiлген иррационал теңдеудi қанағаттандырмайды. Демек, x2 = 14 бөгде түбiр.

							
								[image: ]
							

							 Жауабы: 3.
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							3. +  =  теңдеуiн шешейiк. 
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							Шешуi. Берiлген теңдеу қарастырылған теңдеулерден бiрнеше радикал белгi-сiмен ерекшеленедi. Сондықтан түрлендiру жасамай, бiрден теңдеудiң екi жақ бөлiгiн квадраттаймыз:

							(+ )2 = ()2;
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							х – 2 + 2·+ х + 3 = 6х – 11;
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							2·= 4х – 12 немесе ·= 2х – 6.
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							Соңғы теңдеудi тағы да квадраттаймыз: (х – 2)(х + 3) = (2х – 6)2 немесе 3х2 – – 25х + 42 = 0. Бұл теңдеудiң түбiрлерi х1 = , х2 = 6.

							Табылған түбiрлер үшiн теңдiктiң орындалатынын тексерейiк: х1 =  түбiрi үшiн  + = ;  ≠ . Демек, х1 =  — бөгде түбiр. Ендi х2 = 6 түбірін тексеремiз:  = ; 2 + 3 = 5; 5 ≡ 5. Демек, х2 = 6 берiлген иррационал теңдеудiң түбiрi болады.
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							Жауабы: 6.
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				II. Иррационал теңдеудi жаңа айнымалы енгiзу арқылы шешу.
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							5. – = 2 теңдеуiн шешейiк.

							
								[image: ]
							

							Шешуi. Берiлген иррационал теңдеудi жаңа айнымалы енгiзу тәсiлiмен шешемiз. = u деп алсақ,= u2. Берiлген теңдеу жаңа айнымалы енгiзу арқылы квадрат теңдеуге келтiрiледi: u2 – u – 2 = 0. Бұл теңдеудiң түбiрлерi u1 = –1; u2 = 2. Сонда = –1 және = 2 иррационал теңдеулерiн аламыз. Ендi алынған теңдеулердi шешейiк.
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							1) = –1 теңдеуiн шешу үшiн оның екi жақ бөлiгiн бесiншi дәрежеге шығарамыз: = (–1)5, бұдан х – 2 = –1 немесе х1 = 1;
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							2) = 2 теңдеуiн шешу үшiн теңдеудiң екi жақ бөлiгiн бесiншi дәрежеге шығарамыз: = 25, х – 2 = 25, бұдан х – 2 = 32, х2 = 34. Бұл алынған х1 = 1 және х2 = 34 түбiрлерi берiлген теңдеудi қанағаттандырады. 
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							Жауабы: 1; 34.
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							4.  + = 2,5 теңдеуiн шешейiк.
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							Шешуi.  = t > 0 жаңа айнымалысын енгiзейiк. Сонда  =  болады. Осыны ескерсек, берiлген иррационал теңдеудiң орнына t +  = 2,5 теңдеуiн аламыз. Шыққан бөлшек-рационал теңдеудi бүтiн теңдеуге келтiремiз: t2 – 2,5t + + 1 = 0, бұдан t1 = 2; t2 =. Түбiрлердi ескерсек,  = 2 және  = иррационал теңдеулерiн аламыз. Ендi шыққан иррационал теңдеулердi шешемiз.
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							1)  = 2 теңдеуiнiң екi жақ бөлiгiн екiншi дәрежеге шығарамыз:  = 4 немесе 3х – 2 = 8х + 12, бұдан х = –2,8. 
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							2)  = теңдеуiнiң екi жақ бөлiгiн екiншi дәрежеге шығарамыз:  =  немесе 12х – 8 = 2х + 3, бұдан х = 1,1. 
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							Табылған түбiрлердiң берiлген теңдеудi қанағаттандыратынын тексерейiк.

							х = –2,8 үшiн  + =  + = = +  = 2 +  = 2,5.
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							х = –2,8 түбiрi берiлген иррационал теңдеудi қанағаттандырады.

							х = 1,1 үшiн  + = + =  + 2 = 2,5.
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							х = 1,1 мәнi де берiлген иррационал теңдеудi қанағаттандырады.

							Жауабы: 1,1; –2,8.
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				Шешiмдерi көрсетiлген барлық есептерде түбiрлердiң теңдеудi қанағаттандыратынын тексердiк. Иррационал теңдеулердiң түбiрлерiн табудан бұрын түбiрлерi болатын жиын анықталса, онда анықталған жиынға ғана тиiстi түбiрлердi тексерген жеткiлiктi, ал тиiстi емес түбiрлер бiрден бөгде түбiр болады. Осыған мысал қарастырайық. 

					1.	Иррационал теңдеулердi шешкенде не себептен бөгде түбiр пайда болады?

					2.	Иррационал теңдеулердiң түбiрлерiн мiндеттi түрде тексеру керек пе? Жауа-бын түсiндiрiңдер.

					3.	Мүмкiн болатын мәндер жиыны белгiлi болған жағдайда иррационал теңдеудiң бөгде түбiрлерiн қалай көрсетуге болады?

				Жаттығулар

				А

					Теңдеулердi шешiңдер (11.1—11.4):

				11.1.	1) = 4;	2)= 6;
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								33-сурет
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							6.  теңдеуiн шешейiк. 

							Шешуi. Алдымен берiлген теңдеудiң шешiмдерi болатын жиын-ды анықтайық. Теңдеудегi радикалдардың әрқайсысы квадрат түбiрлер болған-дықтан, мына теңсiздiктер жүйесiн аламыз:

							 немесе 

							
								[image: ]
							

							Әрбiр теңсiздiктiң шешiмдер жиынын жеке координа-талық түзуге белгiлеп, аралықтардың қиылысуын та-байық (33-сурет). Сонда x айнымалысының мүмкiн болатын мәндер жиыны [3; +∞) аралығы болады.

							Сонымен, берiлген иррационал теңдеудiң түбiрлерi [3; +∞) аралығынан болуы тиiс. Ендi берiлген += 2 теңдеуiн шешемiз. Ол үшiн теңдеудiң екi жа-ғын квадраттаймыз: = , бұдан 2х + 1 + ++ х – 3 = 4х немесе 2 · ·  = х + 2. Соңғы теңдеудi тағы да квадрат-таймыз. Сонда 4(2х + 1)(х – 3) = х2 + 4х + 4 аламыз. Бұдан 8х2 + 4х – 24х – 12 = = х2 + 4х + 4 немесе 7х2 – 24х – 16 = 0, ал түбiрлерi х1 = 4 және х2 = –.
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							х1 = 4 түбiрi берiлген теңдеудiң шешiмi болатын жиынға тиiстi. Демек, бұл түбiр үшiн тексеру жүргiзiп, оның берiлген теңдеудi қанағаттандыратынын көремiз.

							Екiншi түбiр х2 = – теңдеудiң шешiмi болатын жиынға, яғни х l 3 жиынына тиiстi болмағандықтан, тексеру жүргiзбей бiрден оны бөгде түбiр деп айта аламыз.

							Жауабы: 4.

							
								[image: ]
							

							
								[image: ]
							

							
								[image: ]
							

							
								[image: ]
							

							
								[image: ]
							

							
								[image: ]
							

							
								[image: ]
							

							
								[image: ]
							

						

					

					
						[image: ]
					

				

				
					[image: ]
				

			

		

	
		
			
				72

			

		

		
			
					3) = –1;	4)= 2.
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				11.2.	1) = х;	2)= х;

				
					[image: ]
				

					3) = 1 – х;	4)= х.

				
					[image: ]
				

				11.3.	1) х += 3;	2)– 5 = х;
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					3)+ 2 = х;	4)= х.
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				11.4.	1)= 2 – х;	2)= 2х – 2;
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					3)= 1 – х;	4)= 2х + 2.
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				В

					Теңдеулердi шешiңдер (11.5—11.9):

				11.5.	1)= 2;	2)= 2;
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					3) х – 1 + = 2;	4)= 2.
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				11.6.	1) = 4х + 5;	2) = 3х –1;
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					3) ;	4) .
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				11.7.	1) ;	2) ;
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					3);	4).
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				11.8.	1)= 5;	2) x2 – x + = 3;
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					3)= 2;	4)= 3.
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				11.9.	1)  = 0;

					2)  = 0;

					3) ;

					4) .
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				Өзiңдi тексер!

				1.	 өрнегіндегі айнымалының мүмкін болатын мәндер жиыны:

					А) (0; 8);	В) [0; 8];	С) (–∞; 0) ∪ (8; +∞);	

					D) (–∞; 0] ∪ [8; +∞);	Е) (0; 8]. 

				2.	 өрнегіндегі айнымалының мүмкін болатын мәндер жиыны:

					А) (–8; 8);	В) [–8; 8];	С) (–∞; –8) ∪ (8; +∞); 

					D) (–∞; –8] ∪ [8; +∞);	Е) (–8; 8]. 

				3.	y = 2 –  функциясының анықталу облысын табыңдар: 

					А) (–∞; –3);	В) (–∞; ];	С) кез келген сан;	D) [; +∞);
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					Е) (3; +∞).

				4.	= 7 теңдеуін шешіңдер:

					А) 0;	В) 49;	С) 50;	D) 53;	Е) 7.

				5.	 = x теңдеуінің түбірін табыңдар: 

					А) –3;	В) 1;	С) 3;	D) –1;	Е) 0.

				6.	 = x – 3 теңдеуін шешіңдер:

					А) 2; 7;	В) 7;	С) 2;	D) шешімі жоқ;	Е) –7.

				7.  теңдеуінің түбірлерін табыңдар:

					А) 4,5;	В) –4,5;	С) –0,5;	D) 0,5;	Е) бос жиын. 

				Функция, функцияның қасиеттерi мен графигi, функцияның шегi, туынды, дәреже, дәреженiң негiзi және көрсеткiшi, үзiлiссiздiк.
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				§ 12. Көрсеткiштiк функция, оның қасиеттерi мен графигi

					Сендер көрсеткіштік функция ұғымымен таны-сасыңдар. 

				Анықтама. 

				 y = ax, a > 0, a ≠ 1 (1)

				формуласы арқылы берiлген функцияны көрсеткiштiк функция деп атайды.

				Мұндағы а саны — көрсеткiштiк функция-ның негiзi, ал тәуелсiз айнымалы х — дәреже-нiң көрсеткiшi. 

				Көрсеткiштiк функцияның негiзгi қасиеттерi: 

				1) анықталу облысы — барлық нақты сандар жиыны, яғни D(ax) = R;

				2) мәндер жиыны — барлық оң нақты сандар жиыны, яғни E(ax) = R+; 

				3) негiзi a > 1 болғанда функция анықталу облысында өспелi, ал 0 < a < 1 болғанда кемiмелi функция; 

				4) барлық x ∈R нақты сандар жиынында y = ax (a > 0, a ≠ 1) функ-циясы үзiлiссiз;

				5) кез келген a > 0 үшiн a0 = 1, демек, y = ax функциясының графигi координаталары (0; 1) болатын нүкте арқылы өтедi.

				Көрсеткiштiк функция үшiн х және у-тiң кез келген нақты мән-дерiнде мына теңдiктер орындалады:

				ax · ay = ax + y;  = ax – y (a ≠ 0); (ab)x = ax · bx; 

				=  (b ≠ 0); (ax)y = axy.
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				Функцияның жоғарыда аталған қасиеттерiн дәлелдейiк.

				Дәлелдеу. 1) Негiзi a > 0 болғанда x-тiң кез келген мәнi үшiн ах дәрежесiн есептеуге болады. Олай болса, y = ax функциясының анық-талу облысы — барлық нақты сандар жиыны.

				2) y = ax, a > 0, a ≠ 1 функциясының мәнi кез келген х нақты саны үшiн оң сан. Демек, y = ax функциясының мәндер жиыны барлық оң нақты сандар жиыны болады.

				3) Ох осiнiң бойынан кез келген х1 және х2 (х1 < х2) нүктелерiн (сан-дарын) алсақ, осы екi нүктеге сәйкес келетiн функция мына мәндердi қабылдайды: y1 = , y2 = . 
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				көрсеткiштiк және логарифмдiк функциялар
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					Түйінді ұғымдар

				

			

			
				
					Функция, функция графигі, көрсеткіштік функция, анықталу облысы, мәндер жиыны, функцияның қасиеттері
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				а > 1 жағдайында кiшi аргументке функцияның кiшi мәнi, үлкен аргументке функцияның үлкен мәнi сәйкес болғандықтан, < . Осы заңдылық функцияның анықталу облысының жиынындағы кез келген екi нүкте үшiн орындалады. Олай болса, а > 1 болғанда y = ax функциясы — өспелi функция.
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				Көрсеткiштiк функцияның негiзi 0 < а < 1 болғанда жоғарыда айтылған заңдылық керiсiнше орындалады, кiшi аргументке функция-ның үлкен мәнi, үлкен аргументке функцияның кiшi мәнi сәйкес болғандықтан, > . Демек, 0 < а < 1 аралығында y = ax функ-циясы — кемiмелi функция. 
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					Сендер көрсеткіштік функцияның графигін салуды үйренесіңдер. 

				Мысал ретiнде y = 3x және y =  функцияларының графиктерiн қарастырайық.

				I. y = 3x функциясының графигiн салу үшiн төмендегi кестенi құрамыз:

				4-кесте

				
					x

				

				
					–3

				

				
					–2

				

				
					–1

				

				
					0

				

				
					1

				

				
					2

				

				
					3

				

				
					y = 3x
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					27

				

				, , , (0; 1), (1; 3), (2; 9), (3; 27) нүктелерiн координаталық жазықтыққа түсiргеннен кейiн оларды қоссақ, y = 3x функ-циясының графигiн аламыз (34-сурет).
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				Графиктен берiлген функцияның өспелi функция екенiн байқаймыз.

				II. y =  функциясының графигiн салу үшiн мына кестенi құрамыз:

				5-кесте

				
					x

				

				
					–3

				

				
					–2

				

				
					–1

				

				
					0

				

				
					1

				

				
					2

				

				
					3

				

				
					y = 
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				(–3; 27), (–2; 9), (–1; 3), (0; 1), ,,  нүктелерiн координаталық жазықтыққа түсiрiп және оларды қоссақ, y =  функциясының графигiн аламыз (35-сурет).
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				Графиктен берiлген функция анықталу облы-сында кемiмелi екенiн көремiз.

				Ендi y = ax, a > 0, a ≠ 1 функциясының гра-фигiн жалпы түрде берейiк.

				a > 1 болғандағы y = ax (a > 0, a ≠ 1) функция-сының графигi 36-суретте, ал 0 < a < 1 болғандағы графигi 37-суретте көрсетiлген.

				y = 3x және y =  көрсеткiштiк функция-ларының графиктерiн бiр координаталық жа-зықтыққа салайық (38-сурет). Суреттен аталған функциялардың графиктерi Oy осiне қарағанда симметриялы екенiн көремiз. Осыдан мына тұжырымды аламыз: егер екi көрсеткiштiк функцияның негiздерi өзара керi сандар болса, онда ол функциялардың графиктерi Оу осiне қарағанда симметриялы.
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								38-сурет

							

						

					

				

				4) Көрсеткiштiк функцияның үзiлiссiздiгiн дәлелдейiк.

				y = ax, a > 0, a ≠ 1 функциясы берiлсiн. Аргумент х-ке ∆х өсiмше берсек, аргумент өсiмшесiне сәйкес функция да өсiмше қабылдайды: 

				∆у = ax + ∆x – ax = ax · a∆x – ax = ax (a∆x – 1).

				Ендi осы өсiмшенiң ∆х → 0 ұмтылғандағы шегiн табайық:

				∆у → ax · (a0 – 1) = 0.

				Аргументтiң шексiз аз өсiмшесiне функцияның да шексiз аз өсiмшесi сәйкес келедi. Осы заңдылық y = ax функциясы үшiн аргументтiң анықталу облысының кез келген нүктесiнде орындалады. Демек, y = ax функциясы өзiнiң анықталу облысының кез келген нүктесiнде үзiлiссiз.

					Сендер көрсеткіштік функция қасиеттерін есептер шығаруда қолдануды үйренесіңдер. 
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							2. 0,274 және 0,2710 сандарын салыстырайық.

							Шешуi. Берiлген сандардың негiздерi бiрдей және 0,27-ге тең. Осы негiздi 1 санымен салыстырамыз: 0,27 < 1, бұл жағдайда көрсеткiштiк функция кемiмелi. Демек, кiшi аргументке функцияның үлкен мәнi сәйкес. Сондықтан 0,274 > 0,2710. 

							Жауабы: 0,274 > 0,2710.
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							39-сурет

						

					

					
						
							40-сурет

						

					

				

					1.	Көрсеткiштiк функцияның өспелi немесе кемiмелi екенiн қалай анықтауға болады?

					2.	Неге барлық көрсеткiштiк функциялардың графиктерi (0; 1) нүктесiнен өтедi? Жауабын түсiндiрiңдер.

					3.	Неге y = ax, a > 0, a ≠ 1 функциясы жоғарыдан шектелмеген, ал төменнен шектелген (a > 1 және 0 < a < 1 жағдайлары үшiн қарастырыңдар)?
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							3. y = 2х және y = х2 функцияларының графиктерi неше нүктеде қиылысатынын көрсетейiк.

							Шешуi. Ол үшiн бiр координаталық жазықтыққа y = 2x және  y = х2 функция-ларының графиктерiн саламыз. Бiрiншi функция көрсеткiштiк функция және негiзi 1-ден үлкен. Демек, y = 2x функциясының графигi (0; 1) нүктесi арқылы өтетiн және R-де өспелi қисық. Ал y = х2 функциясының графигi төбесi (0; 0) нүктесi болатын, тармақтары жоғары бағытталған парабола. Графиктер А және В нүктелерiнде қиылысады (40-сурет). 

							Жауабы: екi нүктеде қиылысады.
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							1. y = 5x – 1 + 1 функциясының графигiн салайық.

							Шешуi. Алдымен у = 5x функциясының графигiн салу керек. Ол үшiн a = 5 > 1 екенiн ескерiп, 36-сурет бойынша барлық нақты сандар жиынында өспелi функцияның графигiн жүргiземiз. Одан кейiн салынған графиктi Ох осi бойымен бiр бiрлiкке оң бағытта параллель көшiремiз. Шыққан графиктi Оу осi бойымен бiр бiрлiкке жоғары параллель көшiремiз (39-сурет).
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				Жаттығулар

				А

					y = f(x) функциясының графигiн салыңдар (12.1-12.2):

				12.1.	1) f(х) = 5х;	2) f(х) = 1,5х;

					3) f(х) = 0,85х;	4) f(х) =. 

				12.2.	1) f(х) =;	2) f(х) =;

				
					[image: ]
				

					3) f(х) =;	4) f(х) = 4х.

				12.3.	Берiлген график бойынша функцияның қасиеттерiн атаңдар (41-сурет):

				12.4.	y = f(x) функциясының мәндер жиынын табыңдар:

					1) f(х) = 0,24х + 3;	2) f(х) =– 2;

					3) f(х) = –7х + 1;	4) f(х) = 36х – 4.

				12.5.	Сандарды салыстырыңдар:

					1) 1,83 және 23;	2) 0,82 және 0,54;

					3) 0,53 және 0,57;	4) 3,21,6 және 3,21,7;

					5)  және 0,21,4;	6) 3π және 33,149.

				12.6.	1; 8; 32; ; 0,25; 0,0625 сандарын 2 санының дәрежесi ретiнде жазыңдар.

				12.7.	Есептеңдер:

					1) · ;	2) ;
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					3) : ;	4)  : . 
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				 12.8.	Ықшамдаңдар:

					1) · ;	2) · ;
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					3) b3,5 : ;	4) · b1,4 : .
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				 12.9.	у = f(x) және у = g(x) функциялары графиктерiнің қиылысу нүктелерін графиктік тәсілмен көрсетiңдер:

					1) f(x) = 3х және g(x) = 3х;	2) f(x) = және g(x) = х2;

					3) f(x) = 7х және g(x) = ;	4) f(x) =және g(x) = х3. 

				
					[image: ]
				

				В

				12.10.	y = аx функциясының графигiне қарапайым түрлендiрулерді қолданып y = g(x) функциясының графигiн салыңдар:

					1) g(х) =– 2;	2) g(х) = 4х + 3;

					3) g(х) = (2,5)х – 1 + 2;	4) g(х) = (2,25)х + 3 – 4.

				12.11.	y = f(x) функциясының мәндер жиынын табыңдар:

					1) f(х) = 4х – 5,6;	2) f(х) = (0,35)х + 3;	

					3) f(х) =– 1;	4) f(х) = 1 – 3х.

				12.12.	Салыстырыңдар:

					1) және 31,5;

					2) және 6–2,25;

					3) (7 – 4)–3,5 және (7 – 4)3,5;
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					4) (5 + 2)3,3 және (5 + 2)–3,1.
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				12.13.	y = g(x) функциясының ең үлкен және ең кiшi мәндерiн табыңдар:

					1) g(х) = 3cosx;	2) g(х) = 2sinx;

					3) g(х) = ;	4) g(х) = 4 – .
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				12.14.	Егер:

					1) b = 5 болса, онда ;

					2) b = 3 болса, онда ;
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					3) b = 2 болса, онда ;

					4) b = 4 болса, онда  өрнегiнiң мәнiн табыңдар.

				12.15.	y = f(x) және y = g(x) функциялары графиктерiнің қиылысу нүктелерін графиктік тәсілмен көрсетiңдер:

					1) f(x) = 5х және g(x) = 6 – х;

					2) f(x) =  және g(x) = 3 – х;

					3) f(x) = 2х – 2 және g(x) = 1 – х;

					4) f(x) = 3–х және g(x) = –.

				 

				Дәреже, дәреженiң негiзi және қасиеттерi, көрсеткiштiк функция, оның қасиеттерi мен графигi.

				§ 13. Санның Логарифмі және оның қасиеттерi

					Сендер санның логарифмі ұғымымен танысасыңдар.

				Анықтама. Негiзi а болатын оң b санының логарифмi деп b санына тең болатын негiздiң дәреже көрсеткiшiн айтамыз.

				Логарифмнiң белгiленуi: log.

				Логарифмнiң жалпы түрi: loga b, мұндағы а — логарифмнiң негiзi, b — логарифм таңбасының астындағы өрнек. 

				Логарифмнiң жалпы түрiнiң оқылуы: негiзi а болатын b санының логарифмi.

				Анықтама бойынша

					loga b = u, a > 0, a ≠ 1, b > 0,	(1)

				яғни au = b > 0. 

				Мысалы, log5 25 = 2, өйткенi 52 = 25;  = 4, өйткенi = .
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					Түйінді ұғымдар

				

			

			
				
					Сан, логарифм, ондық логарифм, натурал лога-рифм, е саны
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				(1)-формуланы au = b теңдiгiне қойып, мына тепе-теңдiктi алуға болады:

					= b.	(2)

				(2) тепе-теңдiгін негiзгi логарифмдiк тепе-теңдiк деп атайды.

					Сендер логарифмнің қасиеттерін білесіңдер. 

				a > 0, a ≠ 1 және b, c оң сандар болғанда логарифмнiң қасиеттерiне тоқталайық:

				1) бiр санының логарифмi нөлге тең: loga1 = 0;

				2) негiзi а болатын а санының логарифмi бiрге тең: loga а = 1; 

				3) көбейтiндiнiң логарифмi көбейткiштердiң логарифмдерiнiң қосындысына тең:

				loga(bc) = logab + logac;

				4) бөлшектiң логарифмi оның алымының логарифмi мен бөлiмiнiң логарифмiнiң айырымына тең:

				loga= loga b – loga c;

				5) дәреженiң логарифмi дәреженiң көрсеткiшiн дәреженің негізінен алынған логарифмге көбейткенге тең:

				logabk = k logab;

				6) жаңа негiзге көшу: logab = , 0 < c ≠ 1;

				7) logarb =  logab. 

				Ескерту. аu = b болғандықтан, барлық формулаларда логарифм таңбасының астындағы сандар оң сандар болады.

				Берiлген қасиеттердiң кейбiрiн дәлелдейiк. 

				loga (b · c) = logab + logac қасиетiн дәлелдейiк.

				Дәлелдеу. b = , c =  болсын. b және c сандарының көбей-тiндiсiн анықтайық:
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							1. 16; 64; ;  сандарының негiзi 2 болатын логарифмдерiн табайық.
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							Шешуi. Логарифмдердi табу үшiн (1)-формуланы пайдаланамыз:

							log216 = 4, себебi 24=16;	log264 = 6, себебi 26= 64;

							log2 = –3, себебi 2–3 = ; log2= –7, себебi 2–7 = = . 
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				b · c =  ·  = , яғни b · c = . Осыдан лога-рифмнiң анықтамасына сәйкес мына теңдiктi аламыз:
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				loga (b · c) = logab + logac. 

				Ендi logab =  қасиетiн дәлелдейiк.

				Дәлелдеу. Ол үшiн негiзгi логарифмдiк = b тепе-теңдiгiнiң екi жақ бөлiгiнен негiздерi c-ға (0 < c ≠ 1) тең логарифм алсақ,

				logс () = logc b.

				Ендi дәреженiң логарифмiнiң формуласын пайдалансақ,

				loga b · logс a = logс b

				теңдiгiн аламыз. Осыдан logab = . 
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					Қалған қасиеттердi өздерiң дәлелдеп көріңдер.

					Сендер логарифм қасиеттерін білу және оны логарифмдік өрнектерді түрлендіруде қолдануды үйренесіңдер.
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							2. Логарифмдердi есептейiк: 

							1) log3 (27 · 81); 2) log2 (32)3; 3) log5.

							Шешуi. 1) log3 (27 · 81) = log327 + log381 = 3 + 4 = 7;

							2) log2 (32)3 = 3log232 = 3log225 = 3 · 5 = 15;

							3) log5= log5 = log5 5 = . 
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							Жауабы: 1) 7; 2) 15; 3) .
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				Логарифмнiң негiзгi қасиеттерi логарифмдерi бар алгебралық өрнектердi тепе-тең түрлендiргенде қолданылады.

				Алгебралық өрнек көбейтiндi, бөлшек, дәрежелеу және түбiр табу амалдары арқылы берiлген оң сандардың өрнектерi болса, онда олар-ды логарифмнiң негiзгi қасиеттерiн қолданып логарифмдеуге болады.
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							3. x =  өрнегiн логарифмдейiк.

							Шешуi. Өрнек бөлшек түрiнде берiлген. Алдымен өрнектiң оң жақ бөлiгiне бөлшектiң логарифмiн, содан соң көбейтiндi және дәреженiң логарифмiн қолданып түрлендiремiз:

							logax = loga  – loga= loga152 + loga – loga  – loga == 2loga15 + loga120 –loga58 – loga82.
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							Сонымен, logax = 2loga 15 + loga120 – loga58 – loga82. 
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					Сендер ондық логарифм және натурал логарифм ұғымдарымен танысасыңдар. 

				Логарифм негiзiне байланысты бiрнеше түрге бөлiнедi. 

				Негiзi 10 саны болатын логарифмдi ондық логарифм деп атайды. Белгiленуi: lgb, олай болса, lоg10b = lgb.

				Математикада логарифмнiң негiзi есебiнде алынатын е саны қа-растырылады. е саны — иррационал сан, е ≈ 2,718... . Оның жүздiк дәлдiкпен алынатын жуық мәнi е ≈ 2,72.

				Негiзi e ≈ 2,718... санына тең логарифм натурал логарифм деп аталады. Оны lnb деп белгiлейдi, яғни lоgеb = lnb.

				Ендi логарифмi қандай да бiр өрнектердiң логарифмдерi арқылы берiлген өрнектi табуды қарастырайық. Мұндай түрлендiрудi потен-циалдау деп атайды.

				Потенциалдау үшiн төмендегi тұжырымды қолданамыз:

				lоgаt = lоgаs

				теңдiгi t = s болғанда ғана орындалады, мұндағы а > 0, а ≠ 1, t > 0, s > 0. 

				Потенциалдауға мысал қарастырайық.

					1.	Терiс санның логарифмi бола ма? Жауабын түсiндiрiңдер.

					2.	Жаңа негiзге көшу қасиетi қай уақытта қолданылады?

					3. Потенциалдау кезiнде логарифмнiң негiзi ескерiле ме? Жауабын түсiндiрiңдер.
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							4. 1) lg30 – lg3; 2) ln0,5 + ln(2e3) мәндерiн есептейiк.

							Шешуi. 1) lg30 – lg3 өрнегiнiң мәнiн табу үшiн бөлшектiң лога-рифмiн табу қасиетiн қолданамыз: 

							lg30 – lg3 = lg(30 : 3) = lg10 = 1, себебi 101 = 10;

							2) ln0,5 + ln(2e3) өрнегiне логарифмнiң көбейтiндiсiнiң қасиетiн қолданып былай жазамыз: ln0,5 + ln(2e3) = ln (0,5 · 2e3) = ln e3 = 3lne = 3 · 1 = 3.

							Жауабы: 1) 1; 2) 3.
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							5. loga x = 3loga 17 +  loga5 – loga 75 – loga 96 теңдiгiндегi х-тiң мәнiн табайық.
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							Шешуi. Берiлген теңдiктiң оң жақ бөлiгiндегi өрнектi логарифмнiң қасиеттерiн қолданып түрлендiремiз:

							3loga17 + loga5 – loga75 – loga96 = loga173 + loga– loga– – loga= loga . Сонда logax = loga . Демек, потенциалдау бойынша x =.
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							Жауабы: .
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				Жаттығулар

				А

					Теңдiктердi логарифм арқылы өрнектеңдер (13.1—13.3):

				 13.1.	1) 33 = 27;	2) 25 = 32;

					3) 3–2 = ;	4) 2–3 = .
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				 13.2.	1) 43 = 64;	2) 2–6 = ;

					3) 34 = 81;	4) 3–5 = .

				 13.3.	1)  = 9;	2)  = 8;
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					3)  = ;	4)  = .
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					Теңдiктердiң ақиқат болатынын тексерiңдер (13.4—13.7):

				 13.4.	1) log381 = 4;	2) log51 = 0;

					3) log264 = 6;	4) log5625 = 4.

				 13.5.	1) log50,04 = –2;	2) log72401 = 4;

					3) log3 = –5;	4) lg0,001 = –3.

				 13.6.	1) 16 = 8;	2) 9 = 4;
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					3) log3243 = 5;	4) lg0,1 = –1.

				 13.7.	1) log0,20,008 = 3;	2) log0,30,09 = 2;	

					3) log4 = –3;	4) lg103 = 3.

					Берiлген сандардың а негiздегi логарифмдерiн табыңдар(13.8-13.9):

				 13.8.	1) 5; ; , а = 5;	2) 64; ; 128, а = 2;
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					3) 7; ; 49, а = 7;	4) 4; ; , а = 2.
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				 13.9.	1) 243; ; 27, а = 3;	2) 5; 25; , а = ;
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					3) 4; 8; , а = ;	4) 3; 9; , а = .
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					Есептеңдер (13.10—13.13):

				13.10.	1) log123 + log124;	

					2) log798 – log72;	

					3) log25 – log235 + log256;	

					4) .
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				13.11.	1) 3log35 + 5log56;	2) 25log53 + 49log72;

					3) 7log76 – 8log89;	4) 0,04log0,25 + 0,36log0,65.

				13.12.	1) lg4 + lg250;	2) log2 6 – log2;

					3) (log124 + log1236)2;	4) lg13 – lg1300.

				13.13.	1) ;	2) ;
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					3) (log213 – log252)5;	4) (log0,39 – 2log0,310)4.

				13.14.	Теңдеудi шешiңдер:

					1) log3х = –1;	2) log2х = –5;

					3) log3х = 2;	4) log4х = 3;

					5) log4х = –3;	6) log7х = 0;

					7) х = 1;	8) х = –3.
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				В

					Есептеңдер (13.15—13.17):

				13.15.	1) log2log2log381;	2) log2log3;

					3) log5125;	4) log4log381.

				13.16.	1) ;	2) ;
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					3) log2128 · log5;	4) log3(log25 · log58).

				13.17.	1) ;	2) ;
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					3) ;	4) .
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				13.18.	Теңдеудi шешiңдер:

					1) logх81 = 4;	2) logх = 2;

					3) logх = –3;	4) logх36 = 2.

				13.19.	Берiлген сандарды а негiздегi логарифм түрiнде жазыңдар:

					1) 2; ; 1; 0, а = 2;	2) 3; –1; –3; 1, а = 3;

					3) 4; 3; 0; –1, а = 4;	4) 5; 3; 0; 1, а = 5.
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				13.20.	Берiлген өрнектердi ондық логарифм арқылы жазыңдар:

					1) N = 100;	2) N = ;	
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					3) N = ;	4) N = ;
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					5) N = 104 a5 c–4;	6) N = ;	
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					7) N = 10–4a3 b3 ;	8) N = .
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				13.21.	Дәлелдеңдер:

					1) log56 + log45 > –1;	2) 2 + 4 < 1;	
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					3) 8log79 = 9log78;	4) =.
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				Функция, функцияның анықталу облысы мен графигi, дәреже, көрсеткiштiк функция және оның қасиеттерi мен графиктерi, лога-рифм және оның қасиеттерi.
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							13.22.	1) Санның логарифмі ұғымының даму та-рихы бойынша хабарлама дайындаңдар.

								2) Ғалым-математик Джон Непер және оның “Логарифмдердің ғажайып кестесі” жайлы хабарлама дайындаңдар.
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					Түйінді ұғымдар

				

			

			
				
					Функция, функция графигі, логарифмдік функция, анықталу облысы, мәндер жиыны, функцияның қасиеттері

				

			

			
				[image: ]
			

		

		
			
				§ 14. Логарифмдiк функция, оның қасиеттерi мен графигi

					Сендер логарифмдік функция ұғымымен таныса-сыңдар.

				Анықтама.

				 y = logax (a > 0, a ≠ 1) (1)

				формуласымен берiлген функцияны логарифм-дiк функция деп атайды. 

					Сендер логарифмдік функцияның қасиеттерімен танысасыңдар; графигін салуды үйренесіңдер.

				y = logax (a > 0, a ≠ 1) функциясының негiзгi қасиеттерi: 

				1) анықталу облысы — барлық оң сандар жиыны, яғни D(logax) = = (0; +∞); 

				2) логарифмдiк функцияның мәндер жиыны — барлық нақты сандар жиыны, яғни E(logax) = (–∞; +∞); 

				3) негiзi a > 1 болғанда логарифмдiк функция өспелi, ал негiзi 0 < a < 1 болғанда кемiмелi;

				y = logax функциясының негiзi a > 1 болғандағы графигi 42.1-су-ретте, негiзi 0 < a < 1 болғандағы графигi 42.2-суретте көрсетiлген;

				4) y = logax функциясы өзiнiң анықталу облысында үзiлiссiз.

				42-сурет

				Функцияның қасиеттерiн дәлелдейiк.

				1) Кез келген оң санның берiлген негiзде (a > 0, a ≠ 1) логарифмi бар болатынын алдыңғы параграфта дәлелдедiк. Демек, функцияның анықталу облысы — барлық оң сандар жиыны.

				2) Логарифмнiң анықтамасы бойынша кез келген u үшiн мына теңдiк орындалады:

				logaau = u.
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				3) y = loga x функциясының анықталу облысынан аргументтiң кез келген x1, x2 (x1 < x2) мәндерiн алып және оларға сәйкес функцияның y1 = logax1, y2 = logax2 мәндерiн қарастырайық. 

				a > 1 болған жағдайда x1 < x2 үшiн logax1 < logax2 теңсiздiгi орын-далады.

				Себебi негiзi a > 1 болғанда үлкен санға үлкен логарифм, кiшi санға кiшi логарифм сәйкес келедi. Мысалы: log24 = log222 = 2; log28 = log223 = 3. Демек, log24 < log28.

				Логарифмнiң негiзi 0 < a < 1 болғанда x1 < x2 үшiн

				logax1 > logax2

				орындалады. Себебi негiзi 0 < a < 1 болғанда кiшi санға үлкен лога-рифм, үлкен санға кiшi логарифм сәйкес келедi. 

				Мысалы, 4 = 22 = 22 = 2= –2 = –2; 8 = (23) = 32 = 3= –3 = –3, сонда 4 = –2, 8 = –3. Демек, .

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				4) y = logax, a > 0, a ≠ 1 функциясының үзiлiссiздiгiн дәлелдейiк.

				Аргумент х-ке ∆х өсiмше берейiк: ∆х = (x + ∆х) – x. Осыған сәйкес функция өсiмше қабылдайды: ∆y = logа(x + ∆х) – logax = = logа = logа , сонда ∆y = logа .
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				Теңдiктiң екi жағынан ∆х → 0 ұмтылғандағы шекке көшсек,

				∆y → logа = logа1 = 0,

				яғни аргументтiң шексiз аз өсiмшесiне функцияның шексiз аз өсiмшесi сәйкес келедi.

				Демек, y = logax функциясы х нүктесiнде үзiлiссiз функция. Ал х нүктесi — анықталу облысының кез келген нүктесi. Олай болса, y = logax анықталу облысының кез келген нүктесiнде үзiлiссiз функция. 

				Ендi функцияның графигiне тоқталайық (43-, 44-суреттер).

				a > 1 болғанда x > 1 мәндерiнде y = logax > 0, ал 0 < x < 1 мәндерiнде y = logax < 0. 0 < a < 1 болғанда x > 1 мәндерiнде y = logax < 0, ал 0 < x < 1 мәндерiнде y = logax > 0.

				y = logax және у = ах функцияларының графиктерi у = х түзуiне қарағанда симметриялы (43-, 44-суреттер).
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					Сендер логарифмдік функция қасиеттерін есептер шығаруда қолдануды үйренесіңдер.

				Логарифмдiк функцияның негiзгi қасиеттерiне мысалдар қарас-тырайық.
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							43-сурет

						

					

					
						
							44-сурет
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							1. 1) f(x) = log3(8 – 3x); 2) f(x) = log2(5x2 – 8x – 4); 3) f(x) = = log4 функцияларының анықталу облысын табайық. 

							Шешуi. 1) Логарифмдiк функцияның анықталу облысы — барлық оң сандар жиыны: R+ = (0; +∞). Сондықтан f(x) = log3(8 – 3x) функциясының аргументi 8 – 3x > 0 немесе x < . 

							Демек, f(x) = log3(8 – 3x) функциясының анықталу облысы -ден кiшi сандар.

							2) f(x) = log2 (5x2 – 8x – 4) функциясының анықталу облысы 5x2 – 8x – 4 > 0 теңсiздiгiн қанағаттандыратын сандар жиыны. Интервалдар әдiсiн қолданып x < –0,4 және x > 2, яғни (–∞; –0,4) ∪ (2; +∞) аралықтарын аламыз (45-сурет):

							3) f(x) = log4  функциясының анықталу облысын табу үшiн  > 0 теңсiздiгiн қарастырамыз. Осы теңсiздiктi қанағаттандыратын х-тiң мәндерiн интервалдар тәсiлiмен табамыз (46-сурет):

							
								[image: ]
							

							Сонымен, f(x) = log4 функциясының анықталу облысы  аралығы болып табылады.
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							Жауабы: 1); 2) (–∞; –0,4) ∪ (2; +∞); 3) .
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										46-сурет
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							3. y = lgх және y = x2 – 2x функциялары графиктерiнiң неше нүктеде қиылысатынын табайық.

							Шешуi. Ол үшiн бiр координаталық жазықтыққа у = lgх және у = x2 – 2x функцияларының графигiн саламыз (47-сурет).

							Графиктер А және В нүктелерiнде қиылысады.

							Жауабы: екi нүктеде қиылысады.
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								47-сурет

							

						

					

				

					1. Неге логарифмдiк функцияның графигi Oy осiне қарағанда координаталық жазықтықтың оң жағында орналасқан? 

					2. Логарифмделiнетiн өрнектер қандай шарттарды қанағаттандыруы керек?

					3. Көрсеткiштiк және логарифмдiк функциялардың қандай ұқсастығы бар?

					4. Көрсеткiштiк және логарифмдiк функциялардың мәндер жиынында айыр-машылық бар ма? Жауабын түсiндiрiңдер.

				Жаттығулар

				А

					y = g(x) функциясының анықталу облысын табыңдар (14.1-14.2):

				14.1.	1) g(x) = log3 (3 + 4x);	2) g(x) = (7 – 2x);

					3) g(x) = log5,2 (8 – 5x);	4) g(x) = log0,7 (х2 – 49).

				14.2.	1) g(x) = log0,12 (7 + 6x – х2);	2) g(x) =;

					3) g(x) =;	4) g(x) = ln(х2 + x – 12).

				14.3.	Графиктерi 48-суретте берiлген функциялардың қасиеттерiн атаңдар:
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							2. Берiлген сандарды салыстырайық:

							1) log213 және log217;	2) 3 және 5.

							
								[image: ]
							

							Шешуi. 1) log213 және log217 логарифмдерiнiң негiздерi бiрдей және а = 2. Ал негiзi a > 1 болғанда логарифмдiк функция өспелi, яғни үлкен санға үлкен логарифм, кiшi санға кiшi логарифм сәйкес келедi. Сондықтан log213 < log217, өйткенi 13 < 17.

							2) 3 және 5 логарифмдерінiң негiздерi бiрдей -ге тең және 0 < < 1. Ал 0 < а < 1 болғанда логарифмдiк функция кемiмелi. Демек, 3 < 5 болғандықтан, 3 > 5.
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							Жауабы: 1) log2 13 < log2 17; 2) 3 > 5.
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					Cалыстырыңдар (14.4-14.5):

				14.4.	1) log4 5,8 және log4 8,1;	2) 0,25 және 0,36;
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					3) log6,5  және log6,5 ;	4) 5 және 4.
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				14.5.	1)  8 және 1;	2) 10 және 8;
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					3) logπ  және logπ ;	4) log0,9  және log0,9 2.
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				14.6.	у = f(x) және у = g(x) функциялары графиктерiнiң неше нүктеде қиылысатынын көрсетiңдер:

					1) f(x) = lgх және g(x) = х;	2) f(x) = lgх және g(x) = –х;

					3) f(x) = log2 х және g(x) = х2;	4) f(x) = х және g(x) = –х2.

				В

				14.7.	у = f(х) функциясының анықталу облысын табыңдар:

					1) f(х) = log1,5(х2 – 4) + log3(9 – х2);

					2) f(х) = log4х3 – log1,8(х2 – х);

					3) f(х) = log1,5–;
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					4) f(х) = log0,7 + log6х.

				14.8.	у = f(х) функциясының мәндер жиынын табыңдар:

					1) f(х) = –log5(х + 1);	2) f(х) = (1 + х) + 5;

					3) f(х) = |log7(х + 1)|;	4) f(х) = |lgх| + 6. 

				14.9.	y = f(x) функциясының графигiн салып, қасиеттерiн атаңдар:

					1) f(x) = log4 (x + 3);	2) f(x) = –log2 x + 2;

					3) f(x) =  (x – 1);	4) f(x) = log0,5 х – 3.
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								48-сурет
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				14.10.	y = f(x) және y = g(x) функцияларының графиктерi қиылыса ма:

					1) f(x) =  х және g(x) = х – 1;

					2) f(x) = lgх және g(x) = х + 1; 

					3) f(x) = lоg5 х және g(x) = 7 + х;

					4) f(x) = lоg0,5 х және g(x) = 2 – х?

				14.11.	[a; b] кесiндiсiнде y = f(x) функциясының ең кiшi және ең үлкен мәнiн табыңдар:

					1) f(x) = log3 х, [1; 9];	2) f(x) = log0,5 х, [0,5; 4];

					3) f(x) = log7 х, [1; 7];	4) f(x) =  х, [5; 25].

				 

				Функция, функцияның шегi, функцияның туындысы, күрделi функцияның туындысы, алғашқы функция, туынды мен алғашқы функ-цияны табу ережелерi, туындының геометриялық және физикалық мағынасы, функцияның туындысы мен алғашқы функциясының кестесi, жанаманың теңдеуi, интеграл.

				§ 15. Көрсеткiштiк функцияның туындысы мен интегралы. Логарифмдік функцияның туындысы

					Сендер көрсеткіштік функцияның туындысын табуды үйренесіңдер.

				Осы тараудың басында көрсеткiштiк функ-цияның анықталу облысы, мәндер жиыны, оның анықталу облысында бiрсарынды өспелi немесе бiрсарынды кемiмелi, үзiлiссiз функ-ция екенi қарастырылды. Ендi y = ax (a > 0, a ≠ 1) көрсеткiштiк функциясының анықталу облысының кез келген нүктесiндегi туындысын табу формуласын берейiк.

				Теорема 1. y = ax (a > 0, a ≠ 1) көрсеткiштiк функциясы өзiнiң анықталу облысының әрбiр нүктесiнде туындыға ие болады және ол туынды

					(ax)′ = ax · lna	(1)

				формуласымен табылады.
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					Түйінді ұғымдар

				

			

			
				
					Көрсеткіштік функция, логарифмдік функция, туынды, алғашқы функ-ция, анықталған интеграл
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				Дәлелдеу. у = ax (a > 0, a ≠ 1) көрсеткiштiк функциясының аргументi х нүктесiнен х + ∆х нүктесiне дейiн өзгергендегi орташа жылдамдығы  =  = ax ·  формуласымен анықталатыны белгiлi. Функцияның туындысын табу үшiн  қатынасының ∆x → 0 ұмтылғандағы шегiн тауып, оны функцияның х нүктесiндегi мәнiне көбейтемiз. ∆х → 0 жағдайда  → lna (бұл формула жоғары матема-тика курсында қарастырылады). Демек, ∆х → 0, онда  → ax lna, яғни у′ = axlna. 
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				Теорема 2. y = ex көрсеткіштік функциясы өзінің анықталу облысының әрбір нүктесінде туындыға ие болады және ол туынды 

					(еx)′ = еx	(2)

				формуласымен табылады.

					Сендер логарифмдік функцияның туындысын табуды үйренесіңдер.

				Логарифмдiк функцияның туындысын табу формуласын берейiк.

				Теорема 3. y = logax функциясының анықталу облысының кез кел-ген нүктесiнде туындысы болады және ол 

					y′ = 	(3)

				формуласымен табылады.

				Дәлелдеу. Ол үшiн аргумент х-ке ∆х өсiмше берiп, осы өсiмшеге сәйкес функция өсiмшесiн табамыз:

				∆y = logа (x + ∆х) – logax = loga  = loga.
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				Функция өсiмшесiнiң аргумент өсiмшесiне қатынасын жазайық: 
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							1. 1) 5ах; 2) х3 · 2х; 3) (х2 + 1) · 3х; 4) е3х функцияларының туындыларын табайық.

							Шешуi. Берiлген функциялардың туындыларын табу үшiн (1) және (2) формула-ларымен қатар туындыны есептеу формулаларын қолданамыз:

							1) (5ах)′ = 5ахlna;

							2) (х3 · 2х)′ = (х3 )′ · 2х + х3 · (2х)′ = 3х2 · 2x + х3 · 2х · ln2 = x2 · 2x (3 + хln2);

							3) ((х2 + 1) · 3х)′ = (х2 + 1)′ · 3х + (х2 + 1) · (3х)′ = 2х · 3x + (х2 + 1) · 3х ln3 = 3x · (2x + + (х2 + 1)ln3);

							4) (е3х)′ = е3х · (3x)′ = 3е3х. 

							Жауабы: 1) 5ахlna; 2) х2 · 2x(3 + xln2); 3) 3x(2x + (х2 + 1)ln3); 4) 3е3х.
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				. Ендi соңғы қатынасты тепе-тең түрлендiремiз:

				 ·  =  ·  loga = loga немесе =  · loga.
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				Ендi логарифмдiк функцияның үзiлiссiздiгiн пайдаланып ∆х → 0 ұмтылғандағы шекке көшемiз:

				∆х → 0, →  loga e =, мұнда ∆х → 0 ұмтылғанда → e
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				болады.

				Сонымен, y = logax функциясы үшiн y′ = loga e немесе y′ = . 
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				(3)-формуладағы а санын е санымен алмастырсақ, (logex)′ =  немесе

					(lnx)′ = . 	(4)
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					Сендер көрсеткіштік функцияның алғашқы функциясын табуды үйренесіңдер.

				Көрсеткiштiк функцияның алғашқы функциясының формуласын берейiк.

				Теорема 4. y = ax (а > 0, а ≠ 1, х ∈ R) көрсеткiштiк функциясы өзiнiң анықталу облысының кез келген нүктесiнде алғашқы функцияға ие болады және ол

					F(x) = + С	(5)

				формуласымен табылады. 
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							2. 1) f(x) = log5x; 2) g(x) = 3lnx; 3) ϕ(х) = 6ln(x2 – 4) функция-ларының туындысын табайық.

							Шешуi. Берiлген функциялардың туындысын табу үшiн (3) және (4) форму-лалары мен туындыны табу кестесiн қолданамыз:

							1) f′(x) = (log5x)′ = ;	2) g′(x) = (3lnx)′ = ;
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							3) ϕ′(х) = (6ln(x2 – 4))′ = 6 · · (x2 – 4)′ = .
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							Жауабы: 1) ; 2) ; 3) .

							
								[image: ]
							

							
								[image: ]
							

							
								[image: ]
							

							
								[image: ]
							

							
								[image: ]
							

						

					

					
						[image: ]
					

				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

			

		

	
		
			
				95

			

		

		
			
				Дәлелдеу. Ол үшiн алғашқы функцияның анықтамасын қол-данып F(x) функциясынан туынды аламыз: F′(x) = ′ ==  · (ax)′ =  · ax · lna = ax, x ∈ R. Ендеше, ∫axdx =  + C. 
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							3. Берiлген функциялардың алғашқы функцияларын табайық: 1) f(x) = 7х; 2) g(x) = 5 · 3x; 3) h(х) = 5e2x – 8 · 23x.

							Шешуi. Берiлген функциялардың алғашқы функциясын табу үшiн (5)-формула мен алғашқы функцияларды табу кестесiн қолданамыз: 1) F(x) =  + C; 2) G(x) = 5 ·  + C; 3) H(x) = 5 · e2x – 8 · · + С = e2x –  + C.
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							Жауабы: 1) + C; 2) 5 · + C; 3) e2x –  + C. 
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				y =  функциясы үшiн алғашқы функция 

					F(x) = ln|x| + С	(6)

				формуласымен табылады.

				Олай болса, анықталмаған интегралды табу формуласы мынадай болады: ∫dx = ln|x| + C.
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							4. у = , у = 3, х = 1, х = е сызықтарымен шектелген жазық фигураның ауданын табайық.

							Шешуi. Берiлген сызықтарды бiр координаталық жазықтыққа салып, АВС жазық фигурасын аламыз (49-сурет). 

							Мұндағы f(x) = 3, g(x) = , а = 1, b = е. Демек, Sф = dx = (3х – 3ln |x|)= = 3е – 3 – 3 = 3е – 6.
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										49-сурет

									

								

							

							Жауабы: 3е – 6 кв. бiрл.
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					1.	Неге y = ax көрсеткiштiк функциясының туындысы формуласының жеке түрi берiледi? Жауабын түсiндiрiңдер. 

					2.	Логарифмдiк функция туындысының формуласын беру логарифмнiң қандай қасиетiне негiзделген? 

				Жаттығулар 

				А

					y = f(x) функциясының туындысын табыңдар (15.1—15.3):

				 15.1.	1) f(x) = 3ex + 3;	2) f(x) = 5x + 3ex;

					3) f(x) = 5 – ex;	4) f(x) = 5 · e–x.

				 15.2.	1) f(x) = ex · sinx;	2) f(x) = e3x + 2 · 2x; 

					3) f(x) = x2 e3x;	4) f(x) = 5 · ex · cosx.

				 15.3.	1) f(x) = lnx · sinx;	2) f(x) = lnx3 + 4 · 6x; 

					3) f(x) = x2 ln(x2 – 10);	4) f(x) = 5 · ln(x – x3) · cosx. 

				 15.4.	y = f(x) функциясы үшiн алғашқы функцияның жалпы түрiн жазыңдар:

					1) f(x) = 3ех;	2) f(x) = 2 · 5x;	

					3) f(х) = 7 · 4x;	4) f(х) = 1 + 2x.

				 15.5.	Интегралдарды есептеңдер:

					1) ; 2) ;	3) ;	4) .
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				 15.6.	Берiлген сызықтармен шектелген фигураның ауданын табыңдар:

					1) у = , x = 1, x = 4, у = 0;	2) у = 5х, х = 3, х = 0, у = 0.

				В

					y = f(x) функциясының туындысын табыңдар (15.7-15.8):

				 15.7.	1) f(x) = · cosx;	2) f(x) = · tgx; 

				
					[image: ]
				

					3) f(x) = x2 · lnx;	4) f(x) = · lnx.

				 15.8.	1) f(x) = (5x + 4) · х3;	2) f(x) = · log2x; 

					3) f(x) = x2 · e5x;	4) f(x) = x2 · 2–x. 

				 15.9.	y = f(x) функциясының өсу және кему аралықтарын табыңдар:

					1) f(x) = ех – ех;	2) f(x) = 2xех.

				15.10.	y = f(x) функциясының экстремум нүктелерiн табыңдар:

					1) f(x) = ех – х; 2) f(x) =.
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				15.11.	f(x) = ех функциясының графигiне х0 = –1 нүктесiнде жүргiзiлген жанаманың теңдеуiн жазыңдар.

				15.12.	у = xlnx функциясын зерттеп, графигiн салыңдар.

				15.13.	y = g(x) функциясы үшiн В(а; b) нүктесi арқылы өтетiн алғашқы функцияны табыңдар: 

					1) g(x) = 4х, В(log23; 0);	2) g(x) = , В(4; –2). 

				15.14.	Есептеңдер:

					1) ;	2) .
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				15.15.	Берiлген сызықтармен шектелген жазық фигураның ауданын табыңдар:

					1) у = –, x = –1, x = –2, у = 2;	2) у = 4х, х = 2, у = 4.

				ӨЗIҢДI ТЕКСЕР!

				1.	y =  функциясының анықталу облысын табыңдар:

					А) R;	В) Z;	

					С) (–∞; 1) ∪ (1; +∞);	D) (–∞; 3) ∪ (3; +∞).

				2.	log12  өрнегiнiң мәнiн есептеңдер:

					А) 12;	В) 0;	

					С) 1;	D) 144.

				3.	y = log5,3(6 – 5x) + 10 функциясының анықталу облысын табыңдар:

					А) (–∞; 1,2];	В) (–∞; –1,2);	

					С) (1,2; +∞);	D) (–∞; 1,2).

				4.	; 27; 3–3; 1;  сандарын өсу ретiмен орналастырыңдар: 
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					А) ; 27; 3–3; 1; ;	В) ; ; 3–3; 1; 27; 
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					С) 3–3; ; ; 1; 27;	D) 1; 3–3; ; ; 27.
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				5.	Егер log75 = a және log713 = b болса, онда log6525 өрнегiнiң мәнiн табыңдар:

					А) ;	В) ;	

				
					[image: ]
				

					С) ;	D) .
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				 6.	у = –2х + 1 функциясының графигiн анықтаңдар:
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							С)

						

					

					
						
							D)

						

					

				

				 7.	+ 28 өрнегiнiң мәнiн есептеңдер:

					А) 12;	В) 18;	

					С) 36;	D) 3. 

				 8.	y = lg функциясының анықталу облысын табыңдар:

					А) ;	В) (–4; 0,5); 

					С) ;	D) [–4; 0,5].

				 9.	y = log3(sin3x) функциясының x =  нүктесiндегi туындысының мәнiн есептеңдер:

					А) ; В) ;	С) ;	D) .
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				10.	y = 6хеx функциясының [1; 2] кесiндiсiндегi ең үлкен және ең кiшi мәнiн табыңдар:

					А) 6; 12;	В) 6е2; 12е;	

					С) 6е; 12е;	D) 12е2; 6е.

				11.	Абсциссасы x = 1 болатын нүкте арқылы өтетiн y = хe4x функция-сының графигiне жүргiзiлген жанаманың теңдеуiн жазыңдар: 

					А) 5е4x – 5е4 ;	В) 5е4 x;	

					С) 5е4 x – 4е4 ;	D) 4е4 x – 5е4.
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				12.	dx интегралының мәнiн есептеңдер:

					А) ;	В) ; 
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					С) ;	D) .
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				13.	y = 2x, y = 1, х = 2 сызықтарымен шектелген жазық фигураның ауданын табыңдар:

					А) 2ln2 – 2; В) ;	С) 4ln2 – 2;	D) ln2 – 2.

				 

				Көрсеткiштiк функция және оның қасиеттерi, тепе-тең түрлен-дiрулер, теңдеу, теңдеудiң түбiрi, мәндес теңдеулер, теңдеулер және олардың жүйесiн шешу тәсiлдерi, дәрежеге шығару, n-шi дәрежелi түбiр және оның қасиеттерi.
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				§ 16. Көрсеткiштiк теңдеулер

					Сендер көрсеткіштік теңдеу ұғымымен таныса-сыңдар. 

				Сендер алдыңғы сыныптарда сызықтық, квадраттық, бөлшек-рационал және тригоно-метриялық теңдеулердi шешудi үйрендiңдер. Теңдеулердiң кең таралған түрiнiң бiрi — көрсеткiштiк, яғни айнымалысы дәреженiң көрсеткiшiнде берiлген теңдеулер.

				Анықтама.

					af(x) = ag(x), a > 0, a ≠ 1	(1)

				түрiнде берiлген немесе осы түрге келетiн теңдеудi көрсеткiштiк теңдеу деп атайды.

				Мысалы, 2x = 32; 7x + 3 · 71 – x = 6; 5x – 13x + 8x = 0 көрсеткiштiк теңдеулер.

				Кез келген көрсеткiштiк теңдеудi тепе-тең түрлендiру арқылы

					аx = b	(2)

				теңдеуiне келтiремiз, мұндағы а > 0, a ≠ 1, ал b — кез келген сан.

				(2) түрiнде берiлген теңдеудi қарапайым көрсеткiштiк теңдеу деп атайды.

				Көрсеткiштiк функцияның мәнi әр уақытта оң сан болғандықтан, (2) теңдеуінiң оң жақ бөлiгiндегi b саны да оң болуы қажет. Демек, b < 0 немесе b = 0 болса, онда (1)-теңдеудiң шешiмi жоқ, яғни түбiрлерi болмайды.

				Ендi көрсеткiштiк теңдеулердi шешу әдістерiн қарастырайық.

					Сендер көрсеткіштік теңдеуді бірдей негізге келтіру әдісімен шешуді үйренесіңдер. 

				I. Көрсеткiштiк теңдеудiң екi жақ бөлiгiн де бiрдей негiзге келтiру.

				Ол үшiн (1)-теңдеудегi b санын а-ның қандай да бiр дәрежесi ретiнде түрлендiремiз: b = am. Сонда 

					aх = am.	(3) 
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				Көрсеткiштiк және логарифмдiк теңдеулер мен теңсiздiктер
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					Түйінді ұғымдар

				

			

			
				
					Теңдеу, көрсеткіштік теңдеу, дәреженің негізі, дәреженің көрсеткіші, бөгде түбір, теңдеуді шешу
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				Негiздерi бiрдей болғандықтан олардың дәреже көрсеткiштерiн те-ңестiрiп, х = т, (1)-теңдеудің көмегімен шешу әдiсi белгiлi f(x) = g(x) теңдеуiне келтiремiз. 

					Сендер көрсеткіштік теңдеуді ортақ көбейткішті жақшаның сыртына шығару арқылы шешуді үйренесіңдер. 

				II. Ортақ көбейткiштi жақшаның сыртына шығару. Аталған әдісте көрсеткiштiк функция ортақ көбейткiш ретiнде жақшаның сыр-тына шығарылып, берiлген теңдеу қарапайым көрсеткiштiк теңдеуге келтiрiледi.

				
					
						[image: ]
					

					
						
							1. 1) 5х = 125; 2) = 81; 3) = ; 4) · = =  теңдеулерiн шешейiк.
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							Шешуi. 1) 5х = 125 теңдеуiн шешу үшiн 125 = 53 екенiн ескерiп, 5х = 53 теңдеуiн аламыз. Онда (3)-теңдеу бойынша x = 3;

							2) 81 =  екенiн ескерсек, = 81 теңдеуi мәндес =  теңдеуiне ауысады. Онда (3)-теңдеу бойынша х = –4;
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							3) =  теңдеуiнiң оң жақ бөлiгiндегi санын рационал көрсет-кiштi дәреженiң қасиетiн қолданып, негiзi 2 болатын дәрежеге келтiремiз: = = 24 · = 24,5. Сонда берiлген теңдеудiң түрi (3)-теңдеуге келедi: = 24,5. Ендеше, x2 – 6x – 2,5 = 4,5 немесе x2 – 6x – 7 = 0, бұдан х1 = –1, х2 = 7;
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							4) · =  теңдеуiнiң екi жағын да бiрдей негiзге келтiру үшiн, алдымен теңдеудiң сол жақ бөлiгiне көрсеткiштiк функцияның (ab)x = ax · bx қасиетiн қолданамыз: =  немесе = . Шыққан көрсеткiштiк теңдеудiң негiздерi бiрдей болғандықтан, х = 3. 
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							Жауабы: 1) 3; 2) –4; 3) –1; 7; 4) 3.
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							2. 1) 6х + 2 – 6х = 210; 2) 33cosx – 1 + 33cosx – 2 + 33cosx – 3 = 13; 

							3)  = 12 +  теңдеулерiн шешейiк.
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							Шешуi. 1) 6х + 2 – 6х = 210 теңдеуiне түрлендiру жасайық: 6х · 62 – 6х = 210. Ендi 6х дәрежесiн ортақ көбейткiш ретiнде жақшаның сыртына шығарамыз: 

							6х · (36 – 1) = 210 немесе 6х = 6, бұдан х = 1.

							2) 33cosx – 1 + 33cosx – 2 + 33cosx – 3 = 13 теңдеуiн шешу үшiн теңдеудiң сол жақ бөлi-гiндегi ортақ көбейткiштi жақшаның сыртына шығарамыз: 33cosx – 3 (32 + 3 + 1) == 13 немесе 33cosx – 3 · 13 = 13. Соңғы теңдеудiң екi жақ бөлiгiн де 13-ке қысқартамыз: 33cosx – 3 = 1 немесе 33cosx – 3 = 30. Сонда 3сosx – 3 = 0 немесе cosx = 1 аламыз. Тригонометриялық теңдеудi шешудiң дербес жағдайын қолданамыз: х = 2πn, n ∈ Z.
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					Сендер көрсеткіштік теңдеуді жаңа айнымалыны енгізу әдісімен шешуді үйренесіңдер. 

				III. Жаңа айнымалы енгiзу арқылы шешу әдісi. Көрсеткiштiк функ-цияны жаңа айнымалы арқылы белгiлеп, теңдеудi шешу әдiсi.

					Сендер көрсеткіштік теңдеудің екі жақ бөлігін көрсеткіштік функцияға бөлу арқылы шешуді үйренесіңдер. 

				IV. Теңдеудiң екi жақ бөлiгiн көрсеткiштiк функцияға бөлу. Кейбiр көрсеткiштiк теңдеулерде екi немесе одан да көп көрсеткiштiк функ-циялар берiлуi мүмкiн. Ондай жағдайда көрсеткiштiк функцияның мәнi нөлге тең болмайтынын ескерiп, теңдеудiң екi жақ бөлiгiн де көрсеткiштiк функцияға мүшелеп бөле отырып, оны шешу жолы белгiлi теңдеуге келтiремiз.
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							3)  = 12 +  теңдеуiндегi  қосылғышын теңдеудiң оң жақ бөлiгiне көшiремiз: –  = 12. Ендi  ортақ көбейткiштi жақ-шаның сыртына шығарамыз: (23 – 22 – 1) = 12 немесе = 4, = 22, онда – 1 = 2 немесе = 3. Шыққан иррационал теңдеудi шешiп, х = 9 аламыз.
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							 Жауабы: 1) 1; 2) х = 2πn, n ∈ Z; 3) 9.
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							3. 4х + 2х + 1 = 80 теңдеуiн шешейiк.

							Шешуi. 4х + 2х + 1 = 80 теңдеуiндегi 4х = (2х)2 екенiн ескерсек, (2х)2 + 2 · 2х – 80 = 0 квадрат теңдеуiн аламыз. 2х = а жаңа айнымалысын енгiзсек, а2 + 2а – 80 = 0 теңдеуi шығады. Оның түбiрлерi а1 = 8, а2 = –10. Ендеше, 2х = 8, 2х = 23, х = 3. Көрсеткiштiк функцияның мәндер жиыны тек оң сандар болған-дықтан, 2х = –10 теңдеуiнiң шешiмi жоқ.

							Жауабы: 3.
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							4. 3 · 16х + 37 · 36х = 26 · 81х теңдеуiн шешейiк.

							Шешуi. Көрсеткiштiк функцияның қасиеттерiн қолданып тең-деудегi 16х; 36х; 81х өрнектерiн түрлендiремiз: 16х = 24х, 36х = 22х · 32х, 81 = 34х.

							Сонда берiлген теңдеу 3 · 24х + 37 · 22х · 32х = 26 · 34х түрiне келедi. Ендi көрсеткiштiк функцияның мәнi нөлге тең болмайтынын ескерiп, теңдеудiң екi жақ бөлiгiн 34х дәрежесiне мүшелеп бөлейiк: 3 ·  + 37 · = 26. Онда  = t айнымалысын енгiзiп, 3t2 + 37t – 26 = 0 квадрат теңдеуiн аламыз. Оның түбiрлерi t1 = , t2 = –13. Көрсеткiштiк функцияның мәндер жиыны тек оң сандар болғандықтан, =  көрсеткiштiк теңдеуiн ғана шешемiз. Бұдан 2х = 1 немесе х = 0,5.
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							Жауабы: 0,5.
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				V. Графиктiк тәсiлдi қолдану. Графиктік тәсiл (2) түрiндегi көр-сеткiштiк теңдеудi, ax = b теңдеуiн (3) түрiндегi теңдеумен алмастыруға болмайтын жағдайда қолданылады. Мұндай теңдеудiң түбiрiн табу үшiн f(x) = ax және g(x) = b функцияларының графиктерiн бiр координаталық жазықтыққа салып, қиылысу нүктелерiн табамыз. Қиылысу нүктелерiнiң абсциссалары берiлген көрсеткiштiк теңдеудiң түбiрлерi болады.

					Сендер көрсеткіштік теңдеулер жүйесі ұғымымен танысасыңдар; көрсеткіштік теңдеулер жүйесін шешуді үйренесіңдер. 

				Көрсеткiштiк теңдеулер жүйесiн шешудi қарастырайық.

				Анықтама. Құрамында көрсеткiштiк теңдеуi бар теңдеулер жүйесiн көрсеткiштiк теңдеулер жүйесi деп атаймыз.

				Көрсеткiштiк теңдеулер жүйесiн шешу үшiн көрсеткiштiк функ-цияның қасиеттерi, көрсеткiштiк теңдеулер және теңдеулер жүйесiн шешудiң тәсiлдерi қолданылады. 

				Осыған мысалдар қарастырайық.
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								50-сурет
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								5. 2x = 5 теңдеуi түбiрлерінің санын анықтайық.

								Шешуi. 5 санын 2 санының дәрежесi түрiнде жазуға болмайды, яғни берiлген теңдеу (3)-теңдеуге келтiрiлмей-дi. Сондықтан 2x = 5 теңдеуiн графиктiк тәсiлмен шешемiз. Ол үшiн y = 2x және y = 5 функцияларының графиктерiн бiр координаталық жазықтыққа саламыз (50-сурет). Жүргiзiлген графиктер бiр ғана нүктеде қиылысады. Демек, берiлген теңдеудiң бiр ғана түбiрi бар.

								Жауабы: бiр түбiр.
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							6.  теңдеулер жүйесiн шешейiк.

							Шешуi. Берiлген теңдеулер жүйесiн шешу үшiн алмастыру әдісiн қолданып мәндес теңдеулер жүйесiн аламыз: 

							 

							Осыдан 4х + 45 – х = 80 немесе 4х + – 80 = 0 теңдеуi шығады, бұдан (4х)2 – 80 × × 4х + 1024 = 0. Ендi 4х = z деп алып, z2 – 80z + 1024 = 0 квадрат теңдеуiн шешемiз. Шыққан квадрат теңдеудiң түбiрлерi z1 = 16 және z2 = 64. Сонда 4х = 16 және 4х = 64. Демек, х1 = 2, х2 = 3, онда сәйкесiнше у1 = 3, y2 = 2.

							Жауабы: (3; 2), (2; 3).
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					1.	52х = –7, 23х = 9 теңдеулерiнiң түбiрлерi бар ма? Түбiрлерi болған жағдайда теңдеудi қандай әдіспен шығару керек?

					2.	Көрсеткiштiк теңдеудiң бөгде түбiрiнiң болуы мүмкiн бе? Жауабын түсiн-дiрiңдер.

					3.	Көрсеткiштiк теңдеулердi шешкенде жаңа айнымалы енгiзу әдісiн қандай мақсатпен қолданамыз? Жауабын түсiндiрiңдер. 

				Жаттығулар

				А

					Теңдеулердi шешiңдер (16.1—16.6):

				16.1.	1) 5х = 625;	2) 2х = 1024;

					3) 3x = 729;	4) 7x = .

				16.2.	1) 2x + 3 = 64;	2)  = 27; 

					3)· = 216;	4) = . 
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				16.3.	1) 3х + 2 – 3х = 72;	2) 2х – 2х – 4 = 15;	

					3) 3х – 3 + 3х – 2 + 3х – 1 = 3159;	4) 2 · 3х + 3 – 5 · 3х – 2 = 1443.
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							7.  теңдеулер жүйесiн шешейiк. 

							Шешуi. Теңдеулер жүйесiнде екi көрсеткiштiк функция берiлген. Алдымен жаңа айнымалылар енгiзейiк: 2х = u, 3у = v. Нәтижесiнде екi белгiсiзi бар сызықтық теңдеулер жүйесiн аламыз: 

							Шыққан теңдеулер жүйесiне алгебралық қосу әдісiн қолданайық. Онда 5u =  немесе u = . u-дың мәнiн жүйенiң бiрiншi теңдеуiне қойсақ, 2v =  –  = 2, v = 1.

							
								[image: ]
							

							
								[image: ]
							

							Сонда 2х = , 3у = 1 көрсеткiштiк теңдеулерi шығады. Оларды шешiп, х = –2, у = 0 аламыз.

							Жауабы: (–2; 0).
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				16.4.	1)  +  = 270;	
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					2) 212х – 1 – 46х – 1 + 84х – 1 – 163х – 1 = 1280;

					3) = 56;	

					4) 10х – 5х – 1 · 2х – 2 = 950.

				16.5.	1)  = 128;	2)  = ;
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					3) =;	4) = . 
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				16.6.	1)  = ;	2) 8 ·  = 7 · ;
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					3) 0,6х · = ;	4) · = .
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				16.7.	Теңдеудi графиктiк тәсiлмен шешiңдер:

					1) 2x = 3;	2) 0,2x = 5;	3) 6x = –1;

					4)  = 4;	5) 7–x = –2;	6) 4x – 1 = 4,4. 

					Теңдеулер жүйесiн шешiңдер (16.8-16.9):

				16.8.	1) 	2) 
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					3) 	4)  
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				16.9.	1) 	2) 
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					3) 	4)  
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				В

					Теңдеулердi шешiңдер (16.10—16.14):

				16.10.	1)  = ;	2)  = 128;
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					3) · = ;	4) 3х + 1 · 4х = 0,25 · 123х – 1.
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				16.11.	1) – 7 · = 162;	

				
					[image: ]
				

					2) 52х – 1 + 4х = 52х – 4х + 1;

					3) 6х + 6х + 1 = 2х + 2х + 1 + 2х + 2;	

					4) 9х – 2х + 0,5 = 2х + 3,5 – 32х – 1. 

				16.12.	1) 5х – 3 – 5х – 4 = 16 · 5х – 5 + 4;

					2) 4х – 3х – 0,5 = 3х + 0,5 – 22х – 1;

					3)  – = – ;
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					4) 52х – 7х – 35 · 52х + 35 · 7х = 0.

				16.13.	1) х · 3х – 1 + 3 ·  = 3х + х · ;	
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					2) х2 · = 16 · ;
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					3) 8х + 18х = 2 · 27х;

					4)  – = 99. 
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				16.14.	1)  · = 0,01 · (10х – 1)3;
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					2)  = 0,25 · ;
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					3) 2 · 3х – 1 – 3х – 2 = 5х – 2 + 4 · 5х – 3;

					4) 8х – 4х + 0,5 – 2х + 2 = 0.

					Теңдеулер жүйесiн шешiңдер (16.15—16.17):

				16.15.	1) 	2) 
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				16.16.	1) 	2) 
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				16.17.	1) 	2) 
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				Логарифм, логарифмнің негiзгi қасиеттерi, логарифмдiк функ-ция, логарифмдік функцияның анықталу облысы, теңдеулер, мәндес теңдеулер, теңдеулер жүйесi.
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				§ 17. Логарифмдiк теңдеулер

					Сендер логарифмдік теңдеу ұғымымен таныса-сыңдар; логарифмдік теңдеуді шешуді үйренесіңдер. 

				Анықтама. 

				 loga f(x) = loga g(x) (a > 0, a ≠ 1, 

				 f(x) > 0, g(x) > 0) (1)

				түрiнде берiлген немесе осы түрге келетiн теңдеудi логарифмдiк теңдеу деп атайды.

				Логарифмдiк теңдеудi шешу үшiн:

				1) теңдеудiң екi жақ бөлiгiн бiрдей негiзге келтiру;

				2) жаңа айнымалы енгiзу;

				3) потенциалдау керек.

				Жалпы логарифмдiк теңдеулердi шешкенде логарифмдiк функ-цияның анықталу облысы оң сандар екенiн ескерiп x айнымалысы-ның мүмкiн болатын мәндер жиынын анықтауға болады. Содан кейiн теңдеудi шешiп, түбiрлердiң мүмкiн болатын мәндер жиынына тиiстiлiгiн тексерсек жеткiлiктi.
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								51-сурет
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								2. log3(x2 – 3x – 4) = log3(2x – 4) теңдеуiн шешейiк.

								Шешуi. Алдымен x айнымалысының мүмкiн болатын мәндер жиынын табамыз. Ол үшiн лога-рифмдiк функцияның анықталу облысы тек қана оң сандар екенiн ескерiп,

								 немесе 

								
									[image: ]
								

								теңсiздiктер жүйесiн аламыз. 

								Теңсiздiктер жүйесiнiң әрбiр теңсiздiгiнiң шешiмiн координаталар түзуiне кескiндеп, оларға ортақ бөлiктi табамыз (51-сурет).

								Демек, шешiмi мүмкiн болатын жиын (4; +∞) интервалы.
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							1. log5(2 – х) = 2 теңдеуiнiң түбiрлерiн табайық.

							Шешуi. Алдымен логарифмдiк теңдеудiң оң жақ бөлiгiндегi 2 санын негiзi 5 болатын логарифммен ауыстырамыз. Сонда log5(2 – х) = log525. Потенциалдау арқылы 2 – x = 25 теңдеуiне келемiз. Теңдеудiң түбiрi x = –23. Ендi шыққан түбiрдi берiлген теңдеуге қойып, теңдеудi қанағаттандыратынына көз жеткiземiз.

							Жауабы: –23.
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					Түйінді ұғымдар

				

			

			
				
					Теңдеу, логарифмдік тең-деу, санның логарифмі, логарифмнің негізі, лога-рифм астындағы өрнек, айнымалының мүмкін болатын мәндер жиыны, теңдеуді шешу

				

			

			
				[image: ]
			

		

	
		
			
				108

			

		

		
			
				
					
						
							[image: ]
						

						
							
								52-сурет

							

						

					

					
						
							[image: ]
						

						
							
								3. log2 (2x + 8) + log2(2x + 3) = log2 (2 – 4x) теңдеуiнiң түбiрлерiн табайық.

								Шешуi. х айнымалысының мүмкiн болатын мәндер жиынын табайық:  немесе 

								
									[image: ]
								

								Теңсiздiктер жүйесiнiң әрбiр теңсiздiгiнiң мән-дер жиынын координаталық түзуге түсiрейiк.

								Сонда x айнымалысының мәнi  теңсiздiгiн қанағаттандыруы керек (52-сурет).

								Берiлген логарифмдiк теңдеудi (1)-теңдеу түрi-не келтiрейiк. Ол үшiн теңдеудiң сол жақ бөлiгiне логарифмнiң қасиетiн қолданамыз:

								log2(2x + 8) + log2(2x + 3) = log2[(2x + 8)(2x + 3)].

								Сонда берілген теңдеу келесі түрге келеді:

								log2[(2x + 8)(2x + 3)] = log2(2 – 4x).

								Потенциалдау арқылы соңғы теңдеуге мәндес теңдеу аламыз:

								(2x + 8)(2x + 3) = 2 – 4x, осыдан 2х2 + 13х + 11 = 0. 

								Бұл теңдеудiң түбiрлерi х1 = –5,5 және х2 = –1. x1 = –5,5 бөгде түбiр, себебi x айнымалысының мүмкiн болатын мәндер жиынына тиiстi емес. Сондықтан берiлген теңдеудiң түбiрi х = –1 болады.

								Жауабы: –1.
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							Берiлген теңдеудi потенциалдасақ, x2 – 3x – 4 = 2x – 4 теңдеуi шығады, осыдан x2 – 5х = 0 және x1 = 0, x2 = 5. Шыққан түбiрлердiң (4; +∞) интервалына тиiстi-лiгiн тексеремiз. Сонда берiлген логарифмдiк теңдеудiң түбiрi х = 5, ал х = 0 бөгде түбiр болады.

							Жауабы: 5.
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								4. log7(x – 2) – log7(x + 2) = 1 – log7(2x – 7) теңдеуiн ше-шейiк.

								Шешуi. Алдымен х айнымалысының мүмкiн болатын мәндер жиынын табайық. Ол үшiн

								 немесе 
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								теңсiздiктер жүйесiн шешемiз.

								53-суретте көрсетiлгендей x айнымалысының мәнi x > 3,5 теңсiздiгiн қанағаттандыруы керек.
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							5. log5 (x2 + 8) = log5(x + 1) + 3log52 теңдеуiн шешейiк.

							Шешуi. х айнымалысының мүмкiн болатын мәндер жиынын табу үшiн мына теңсiздiктер жүйесiн қарастырамыз:

							x2 + 8 > 0 теңсiздiгi x-тiң кез келген мәнiнде орындалады. Демек, x айны-малысының мүмкiн болатын мәндер жиыны (–1; +∞) интервалы. Логарифмнiң қасиеттерiн қолданып теңдеудiң оң жақ бөлiгiн түрлендiремiз: log5(x2 + 8) = = log5(x + 1) + log58 немесе log5(x2 + 8) = log5(8(x + 1)).

							Осы теңдеудi потенциалдасақ, x2 + 8 = 8(x + 1) немесе x2 – 8х = 0 аламыз және оның түбiрлерi х1 = 0, x2 = 8. х-тiң бұл екi мәнi де (–1; +∞) интервалына тиiстi.

							Жауабы: 0; 8.
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					Сендер логарифмдік теңдеулер жүйесін шешуді үйренесіңдер. 

				Логарифмдiк теңдеулер жүйесiн шешудi қарастырайық.

				Логарифмдiк теңдеулер жүйесiн шешу үшiн теңдеулер жүйесi және логарифмдiк теңдеулердi шешу әдісi қолданылады. 
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							6.  = 36 теңдеуiнiң түбiрлерiн табайық.

							Шешуi. Берiлген теңдеудi тепе-тең түрлендiру арқылы (1) теңдеуіне келтiремiз. Ол үшiн берiлген теңдеудiң екi жағын бiр негiзде логарифмдеймiз: log6= = log636 немесе (log6x – 1)log6x = 2, немесе x – log6x – 2 = 0. Ендi log6 x = u деп алсақ, u2 – u – 2 = 0 теңдеуiне келемiз. Оның түбiрлерi u1 = –1; u2 = 2. Олай болса, log6x = –1; log6x = 2 теңдеулерi шығады. log6x = –1, x1 = ; log6x = 2, x2 = 36. x айнымалысының мүмкiн болатын мәндер жиыны (0; +∞) аралығы екенiн ескерiп, x-тiң екi мәнiн де берiлген логарифмдiк теңдеудiң түбiрi ретiнде аламыз.
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							Жауабы: ; 36. 
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							Логарифмнiң қасиеттерiн қолданып берiлген теңдеуден мына теңдеудi аламыз:

							log7  = log7 .

							
								[image: ]
							

							Негiздерi бiрдей болғандықтан, потенциалдау арқылы  =  тең-деуiн аламыз. Осыдан (х – 2)(2х – 7) = 7(х + 2) немесе 2х2 – 18х = 0, ал оның түбiрлерi х1 = 0 және х2 = 9.

							
								[image: ]
							

							х1 = 0 бөгде түбiр, ал х2 = 9 түбiрi x айнымалысының мүмкiн болатын мәндер жиынына, яғни (3,5; +∞) аралығына тиiстi. Сондықтан берiлген теңдеудiң шешiмi х = 9.

							Жауабы: 9.
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							8.  теңдеулер жүйесiн шешейiк. 

							Шешуi. Жүйенiң теңдеулерiн тепе-тең түрлендiрiп,

							 немесе  немесе  теңдеулер жүйесiне келтiремiз.

							
								[image: ]
							

							Алмастыру тәсiлiн қолданып, соңғы жүйенiң екiншi теңдеуiнiң орнына y2 – y – 2 = 0 аламыз. Осыдан y1 = –1, y2 = 2 және осыған сәйкес x1 = –2, x2 = 4 түбiрлерiн табамыз. Ендi (–2; –1), (4; 2) мәндерiн берiлген теңдеулер жүйесiне қойып тексерсек, (–2; –1) түбiрiнiң бөгде түбiр болатынына көз жеткiземiз.

							Жауабы: (4; 2).
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					1.	Берiлген теңдеудегi логарифмдiк функциялардың анықталу облысын табу мiндеттi ме?

					2.	Көрсеткiштiк және логарифмдiк теңдеулердi шешудiң ортақ тәсiлдерiн атаң-дар.

					3.	Қандай жағдайда x айнымалысының мәнi логарифмдiк теңдеудiң шешiмi болмайды? Жауабын түсiндiрiңдер.

				Жаттығулар

				А

					Теңдеулердi шешiңдер (17.1—17.5):

				17.1.	1) log7 х = 2;	2) х = 3;

					3) log5х = –3;	4) х = –2.

				
					
						[image: ]
					

					
						
							7.  жүйесiн шешейiк.

							Шешуi. х және y айнымалыларының мүмкiн болатын мәндер жиыны оң сан-дар. Логарифмнiң қасиеттерiн қолданып берiлген жүйенi түрлендiремiз. Сонда  теңдеулер жүйесiн аламыз, ал шыққан теңдеулер жүйесi мына жүйемен мәндес:

							
								[image: ]
							

							Соңғы теңдеулер жүйесiнен x2 – 34x + 64 = 0 квадрат теңдеуiн аламыз. Оның түбiрлерi x1 = 2 және x2 = 32 және оған сәйкесiнше y1 = 32 және y2 = 2.

							Табылған (2; 32) және (32; 2) сандар жұбы берiлген теңдеулер жүйесiн қанағат-тандырады.

							Жауабы: (2; 32); (32; 2).
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				17.2.	1) (х – 4) = –1;	2) log2,5(х + 2) = 1;

					3) lgх = –2;	4) lnx = 1.

				17.3.	1) log2(х2 – 2x) = 3;	2) (4х + x2) = –1; 

					3) log0,5(х3 + 1) = –1;	4) lg(7х – x2) = 1. 

				17.4.	1) log3,2(2 – х) = log3,2(3х + 6);	2) log0,8(1 + 2х) = log0,8(4х – 10); 

					3) log2(х – 6) + log2(х – 8) = 3;	4) log8(х – 2) – log8(х – 3) =.

				17.5.	1) lg(5 – x) = lg(35 – x3);

					2) log2  + log2 (х + 5) = 0;

					3) (4x – 6) – 2 = (2x – 5);

				
					[image: ]
				

					4) log2 (3x – 6) – 1 = log2 (9x – 19).

				17.6.	Теңдеулер жүйесiн шешiңдер:

					1) 	2) 
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					3) 	4) 
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				В

					Теңдеулердi шешiңдер (17.7—17.11):

				17.7.	1) log7(x – 2) + log7(x + 2) = log7(4x + 41);

					2) log4(x + 1) – log4(1 – x) = log4(2x + 3);

					3) log4(x + 3) – log4(x – 1) = 2 – log48;

					4) lg(x – 1) + lg(x + 1) = 3lg2 + lg(x – 2).

				17.8.	1) 2log3(x – 2) + log3(x – 4)2 = 0;	2) 2lgx – lg4 + lg(5 – x2) = 0;

					3) lg(x(x + 9)) + lg= 0;	4) = –1.
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				17.9.	1) 3lg2(x – 1) – 10lg(x – 1) + 3 = 0;

					2)  +  = 1; 
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					3) lg2(100x) + lg2(10x) = 14 + lg;

					4) lg2x – 2lgx = lg2 100 – 1.
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				17.10.	1) (4x) + log2= 8;	2) x5 – 5log2x3 = 10;

				
					[image: ]
				

					3) lg(10x) · lg(0,1x) = lgx3 – 3;	4) = 4lgx + 5.

				17.11.	1)  = ;	2) (2x) = 4log2x;

				
					[image: ]
				

					3) log3(3x + 1 + 3х) = log3324;	4) lg(x2) + lg(–x) = 9.

					Теңдеулер жүйесiн шешiңдер (17.12-17.13):

				17.12.	1) 	

					2) 

					3) 	4) 

				
					[image: ]
				

				17.13.	1) 	2) 

				
					[image: ]
				

					3) 	4) 
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				Дәреже, дәреженiң негiзi мен көрсеткiшi, көрсеткiштiк функция және оның қасиеттерi мен графигi, теңсiздiк, теңсiздiктi шешу тәсiлдерi, интервалдар әдiсi. 

				§ 18. Көрсеткiштiк теңсiздiктер

					Сендер көрсеткіштік теңсіздіктерді шешуді үйрене-сіңдер. 

				Алдыңғы параграфтарда сендер көр-сеткiштiк функция ұғымымен танысып, көр-сеткiштiк теңдеулер және олардың жүйесiн шешу дағдысын қалыптастырдыңдар. Ендi көрсеткiштiк теңсiздiктi шешу тәсiлдерiн қарастырайық. 
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					Түйінді ұғымдар

				

			

			
				
					Теңсіздік, көрсеткіштік теңсіздік, дәреженің негізі, дәреженің көрсеткіші, мәндестік, айнымалының мүмкін болатын мәндер жиыны, теңсіздікті шешу
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				Анықтама. 

					af(x) > ag(x) (af(x) < ag(x); af(x) l ag(x); af(x) m ag(x)), a > 0, a ≠ 1,	(1)

				түрiнде берiлген немесе осы түрге келетiн теңсiздiк көрсеткiштiк теңсiздiк деп аталады. 

				Көрсеткiштiк теңсiздiктi шешу үшiн мына теореманы қолданамыз.

				Теорема. Егер a > 1 болса, онда af(x) > ag(x) теңсiздiгi f(x) > g(x) теңсiздiгiмен; егер 0 < a < 1 болса, онда af(x) > ag(x) теңсiздiгi f(x) < g(x) теңсiздiгiмен мәндес болады.

				Дәлелдеу. Теореманы дәлелдеу үшiн (1)-теңсiздiктiң екi жағын ag(x) өрнегiне бөлiп,  > 1 теңсiздiгiн аламыз.

				Соңғы теңсiздiктi af(x) – g(х) > 1 теңсiздiгiне келтiремiз. Ендi f(x) – g(x) = t белгiлеуiн енгiзсек, at > 1 теңсiздiгi шығады. Осы теңсiздiктi шешу үшiн a > 1 және 0 < a < 1 екi жағдайын қарастырсақ жеткiлiктi.

				Егер a > 1 болса, онда at > 1 теңсiздiгi орындалу үшiн t > 0 болуы қажет, яғни f(x) – g(x) > 0. Бұдан f(x) > g(x).

				Егер 0 < a < 1 болса, онда at > 1 теңсiздiгi орындалу үшiн t < 0 болуы керек, яғни f(x) – g(x) < 0. Демек, f(x) < g(x). 

				Мысалдар қарастырайық. 
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							1. 1) 33x–5 > 81; 2) < ; 3)  m 0,986x–5; 

							
								[image: ]
							

							4) 2x2 + 7 > 28x теңсiздiгiн шешейiк. 

							Шешуi. 1) 33x – 5 > 81 теңсiздiгiнiң екi жағын бiрдей негiзге келтiремiз: 33x – 5 > 34. Соңғы теңсiздiкте 3 > 1 болғандықтан, теорема бойынша 3x – 5 > 4 немесе x > 3;

							2) <  теңсiздiгiнiң оң жақ бөлiгiндегi санды  негiзiне келтiрiп, оған мәндес теңсiздiк аламыз:  <  немесе < . Шыққан теңсiздiктiң негiзi 0 < < 1 болғандықтан, теорема бойынша 2x – 4 >. 

							
								[image: ]
							

							
								[image: ]
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							Осыдан 2x > 4,5 немесе x > 2,25;

							3) 0,98x2 + 3 m 0,986x–5 теңсiздiгiнiң негiздерi бiрдей және 0 < 0,98 < 1. Демек, теорема бойынша х2 + 3 l 6х – 5 немесе х2 – 6х + 8 l 0. Соңғы теңсiздiктi интервалдар әдiсiмен шығарсақ, х m 2, х l 4 (54-сурет) немесе (–∞; 2] ∪ [4; +∞) шешiмдер жиынын аламыз:
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							2. 4x –22(x – 1) +  > 52 теңсiздiгiн шешейiк.

							Шешуi. Теңсiздiктiң сол жақ бөлiгiн түрлендiремiз: 22x – 22x – 2 + 22x – 4 > 52. Теңсiздiктiң сол жақ бөлiгiндегi 22x – 4 өрнегiн ортақ көбейткiш ретiнде жақшаның сыртына шығарып, есептеу жүргiзсек, 22x – 4 (24 – 22 + 1) > 52, 22x – 4 (16 – 4 + 1) > 52 немесе 22x – 4 >4, 22x – 4 > 22. Шыққан теңсiздiктiң негiздерi бiрдей және 2 > 1, сондықтан 2x – 4 > 2 немесе x > 3.

							Жауабы: (3; +∞).
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					1.	Көрсеткiштiк теңсiздiктердi шешу үшiн көрсеткiштiк теңдеулердi шешу әдiс-терi қолданыла ма?

					2. Негiздерi бiрдей көрсеткiштiк теңсiздiктердi шешу мен сызықтық теңсiздiктi шешуде ұқсастық бар ма? Жауабын түсiндiрiңдер.

					3.	Көрсеткiштiк функцияның негiзi тек оң сан болуы көрсеткiштiк теңсiздiк-тердi шешу кезiнде ескерiле ме? Жауабын түсiндiрiңдер.

				Жаттығулар

				А

					Теңсiздiктердi шешiңдер (18.1—18.7):

				18.1.	1) 2х l 32;	2) ;
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							4) 2x2 + 7 < 28x теңсiздiгiнiң негiздерi бiрдей және 1-ден артық, сондықтан берiлген теңсiздiк x2 + 7 < 8x теңсiздiгiмен мәндес немесе x2 – 8x + 7 < 0. Соңғы теңсiздiкке интервалдар әдiсiн қолданып x ∈ (1; 7) аламыз (55-сурет).

							Жауабы: 1) (3; +∞); 2) (2,25; +∞);

							3) (–∞; 2] ∪ [4; +∞); 4) (1; 7).
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										55-сурет
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										54-сурет
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							3. 3x + 2 + 7x < 4 · 7x – 1 + 34 · 3x – 1 теңсiздiгiн шешейiк. 

							Шешуi. Негiздерi бiрдей көрсеткiштiк функцияларды теңсiз-дiктiң бiр жағына жинайық: 7x – 4 · 7x – 1 < 34 · 3x – 1 – 3x + 2. Теңсiздiктiң әрбiр бөлiгiндегi ортақ көбейткiштi жақшаның сыртына шығарамыз: 7x – 1(7 – 4) < < 3x – 1(34 – 33) немесе 7x – 1 · 3 < 3x – 1 · 7. Теңсiздiктiң екi жақ бөлiгiн 3 · 3x – 1 > 0 көбейткiшiне бөлемiз: < . Соңғы теңсiздiктiң негiзi  > 1 болғандықтан, х – 1 < 1 немесе x < 2.
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							Жауабы: (–∞; 2).
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					3) 6х – 4 m 36;	4) . 

				 18.2.	1) 51 – х < 125;	2) ;

					3) ;	4) m 82х – 1.

				
					[image: ]
				

				 18.3.	1) 3х · 9х m 81;	2) l 32;

					3) ;	4) (2,5)х + 4 l (0,16)х – 3.

				 18.4.	1) 2х + 2 – 2х + 1 + 2х – 1 – 2х – 2 m 9;	2) m 26;

					3) 32х – 1 + 32х – 2 – 32х – 4 m 315;	4) 2х – 2х – 4 > 15.

				 18.5.	1) 52х + 1 + 3 · 52х – 1 > 3500;	2) 3х + 1 + 3х – 1 l 270; 

					3) 10х – 5 + 10х – 2 < 1001;	4) 2х – 2х – 4 – 15 m 0.

				 18.6.	1) 25х < 6 · 5x– 5;	2) 32x – 10 · 3x + 9 < 0;

					3) 4x + 2x + 3 > 20;	4) 22x – 3 · 2x + 2 > 0.

				 18.7.	1) 3х + 1 > 11х + 1;	2) 2x < 5x ;	

					3) 4х – 2 m 7х – 2;	4) . 

				В

					Теңсiздiктердi шешiңдер (18.8—18.13):

				 18.8.	1)  l 4;	2) 0,125 < 16х;

					3)  l ;	4) 125 ·  m .
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				 18.9.	1) – 8 · 2x > 0;	2) > 5–x;

				
					[image: ]
				

					3) m 64 · 25x;	4)  < (0,5)–1.
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				18.10.	1) 6 · 5х + 1 – 5х + 2 + 6 · 5х l 55;	2) 3 · 2х + 1 + 5 · 2х – 2х + 2 m 14;

					3) х3 · 3х – 3х > 0;	4) х2 · 4х – 4х < 0.

				18.11.	1) 52х – 2 · 5х – 15 l 0;	2) 132х – 14 · 13х + 13 m 0;

					3) 3х + 2 + 9х + 1 – 810 > 0;	4) 2 · 4cosx – 3 · 2cosx + 1 < 0.

				18.12.	1) 4x + 2 + 8 < 9 · 2x + 2;	2)  m 12;
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					3) 41 – х + 21 – х – 4 m 4 · 21 – х – 6;	

					4) 4х + 2 – 6 · 2х + 2 + 8 < 0. 

				18.13.	1) 4х – 9х < 0;	2) 5 · 4х m 4 · 5х;

					3) 3х – 3 – 2х – 3 < 0;	4) 22х + 1 – 52х + 1 l 0.

				18.14.	Берiлген теңсiздiктердiң ортақ шешiмiн табыңдар:

					1) 3х > 9 және х – 2 m 6;	2) > 25–1 және 1 – х m 0;

					3) m 8–1 және 4х – 3 > 1;	4) 4х m 64 және 5 – 2х < 0.
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				Функция және оның анықталу облысы, логарифм және оның қасиет-терi, логарифмдiк функция, оның қасиеттерi мен графигi, теңсiздiк, теңсiздiктердi шешу тәсiлдерi, интервалдар әдiсi, көрсеткiштiк теңсiздiктер.

				§ 19. Логарифмдiк теңсiздiктер

					Сендер логарифмдік теңсіздіктерді шешуді үйрене-сіңдер. 
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							Cызықтық, квадраттық, бөлшек-рационал, тригонометриялық, көрсеткiштiк теңсiздiктердi шешу жолдары белгілі. 
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				Мектеп курсында қарастырылатын теңсiздiктердiң тағы бiр түрi — логарифмдiк теңсiздiктер. Алдымен осы теңсiздiктiң анықтамасын берейiк.

				Анықтама. 

				loga f(x) > loga g(x)

				(loga f(x) < loga g(x), loga f(x) l loga g(x), loga f(x) m loga g(x)),

					a > 0, a ≠ 1, f(x) > 0, g(x) > 0,	(1)

				түрiнде берiлген немесе осы түрге келетiн теңсiздiктi логарифмдiк теңсiздiк деп атайды. 

				Логарифмдiк теңсiздiктердi шешу үшiн төмендегi теореманы қол-данамыз. 
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					Түйінді ұғымдар

				

			

			
				
					Теңсіздік, логарифмдік тең-сіздік, логарифмнің негізі, дәреженің көрсеткіші, мәндестік, айнымалының мүмкін болатын мәндер жиыны, теңсіздікті шешу
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				Теорема. Егер f(x) > 0 және g(x) > 0 болса, онда a > 1 болғанда logaf(x) > logag(x) теңсiздiгi f(x) > g(x) теңсiздiгiмен мәндес теңсiздiк болады, ал 0 < a < 1 аралығында logaf(x) > logag(x) теңсiздiгi f(x) < g(x) теңсiздiгiмен мәндес теңсiздiк болады.

				Дәлелдеу. Дәлелдеу үшiн (1)-теңсiздiктi тепе-тең түрлендiрiп, logaf(x) – logag(x) > 0 теңсiздiгiн аламыз, осыдан 

				loga > 0.

				Соңғы теңсiздiктi мынадай екi жағдай үшiн қарастырайық:

				1) a > 1 болғанда логарифмдiк функция өспелi, сондықтан > 1, яғни f(x) > g(x);

				2) 0 < a < 1 интервалында логарифмдiк функция кемiмелi, демек, < 1, яғни f(x) < g(x). 

				
					[image: ]
				

				Сонымен, (1) логарифмдiк теңсiздiктi шешу кезiнде логарифмнiң негiзiне байланысты төмендегi екi жағдайдың бiрiн қарастырамыз:

				1) a > 1 болғанда logaf(x) > logag(x) теңсiздiгiне мәндес

						(2)

				теңсiздiктер жүйесi шешiледi;

				2) 0 < a < 1 болғанда loga f(x) > loga g(x) теңсiздiгiне мәндес

						(3)

				теңсiздiктер жүйесi шешiледi.

				Логарифмдiк теңсiздiктердi шешуге мысалдар қарастырайық.
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								1. log5(3x + 5) > log5(15 – 2x) теңсiздiгiн шешейiк.

								Шешуi. Берiлген логарифмдiк теңсiздiктiң негiзi a = 5 > 1 болғандықтан, (2)-формулаға сәйкес берiлген теңсiздiкке мәндес мына теңсiздiктер жүйесiн аламыз:

								 немесе 

								
									[image: ]
								

								Соңғы теңсiздiктердi сан түзуiне салып, теңсiздiк-тер жүйесiнiң шешiмiн аламыз: 2 < x <  (56-сурет).

								Жауабы: .
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								56-сурет
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								3. log0,25 (16 + 4x – x2) l –2 теңсiздiгiн шешейiк.

								Шешуi. Теңсiздiктiң оң жағындағы –2 санын негiзi 0,25-ке тең логарифм түрiнде жазамыз. Ол үшiн 0,25 санын –2 дәрежесiне шығарамыз: (0,25)–2 = = 16. Сонда log0,25 (16 + 4x – x2) l log0,2516 теңсiздiгiн аламыз.

								a = 0,25 екенiн ескерiп (3) жүйеге көшемiз:

								 немесе  немесе

								
									[image: ]
								

								 

								Интервалдар әдiсiн қолданып әрбiр теңсiздiктiң шешiмдер жиынын координа-талық түзуге түсiремiз (58-сурет).

								Демек, берiлген логарифмдiк теңсiздiктiң шешiмi (2 – 2; 0] ∪ [4; 2 + 2) аралықтары болады.

								
									[image: ]
								

								Жауабы: (2 – 2; 0] ∪ [4; 2 + 2).
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								58-сурет

							

						

					

				

				
					
						
							[image: ]
						

						
							
								2. log0,8 (x – 2) > log0,8 (7 – 0,5x) теңсiздiгiн шешейiк.

								Шешуi. Бұл теңсiздiктегi логарифмнiң негiзi a = 0,8 < 1, демек, логарифмдiк теңсiздiк (3)-фор-мулаға сәйкес келесi теңсiздiктер жүйесiне көшедi:

								 немесе 

								
									[image: ]
								

								Теңсiздiктердi сан түзуiнде кескiндеу арқылы 2 < x < 6 интервалын аламыз (57-сурет). Демек, берiлген логарифмдiк теңсiздiктiң шешiмдер жиыны (2; 6) интервалы болады.

								 Жауабы: (2; 6).
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								57-сурет
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							4. 4 log22 x – 4 m 0 теңсiздiгiн шешейiк.

							Шешуi. Теңсiздiктi шешу үшiн log2x = u жаңа айнымалысын енгiзсек, 4u2 – 4 m 0 квадрат теңсiздiгiне келемiз. Соңғы теңсiздiктi шешу үшiн интервалдар әдiсiн қолданып, u ∈ [–1; 1] аламыз (59-сурет).

							Сонда log2x ∈ [–1; 1], яғни –1 m log2x m 1 немесе log2m log2x m log22 шығады.Логарифмнiң негiзi a = 2 > 1 екенiн ескерiп, қос теңсiздiктен m x m 2 немесе
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					Сендер логарифмдік теңсіздіктер жүйесін шешуді үйренесіңдер. 
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							5.  теңсiздiктер жүйесiн шешейiк.

							Шешуi. Сызықтық теңсiздiктiң шешу жолын қолданып және логарифмдiк функцияның анықталу облысын ескерiп екiншi теңсiздiктегi 1 санын log66 саны-мен алмастырып, берiлген теңсiздiктер жүйесiнен мына теңсiздiктер жүйесiн аламыз:

							 немесе  немесе  
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										60-сурет

									

								

							

							Әрбiр теңсiздiктiң шешiмдер жиынын жеке координаталық түзуге кескiндеп, ортақ аралықты табамыз (60-сурет). Сонда берiлген теңсiздiктер жүйесiнiң шешiмi [3; 5] кесiндiсi болады.

							Жауабы: [3; 5]. 
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					1.	Логарифмдiк теңсiздiктердi шығарғанда логарифмдердiң қасиеттерi қолда-ныла ма?

					2.	Логарифмдiк теңсiздiктердi шығарғанда қандай әдiстер қолданылады?

					3.	Логарифмдiк теңсiздiктердiң шешiмi логарифмдiк функцияның негiзiне тәуелдi ме? Жауабын түсiндiрiңдер.

				Жаттығулар

				А

					Теңсiздiктердi шешiңдер (19.1—19.5):

				19.1.	1) log4x > 2;	2) x < –3;

					3) lgx > –2;	4) lnx m 1. 
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							0,5 m x m 2 теңсiздiгiне көшемiз. x айнымалысының мүмкiн болатын мәндер жиыны барлық оң сандар жиыны. Сондықтан берiлген логарифмдiк теңсiздiктiң шешiмдер жиыны [0,5; 2] кесiндiсi болады.

							Жауабы: [0,5; 2].
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				 19.2.	1) log6(4x + 1) < 1;	2) (3 – 2x) l –1; 

					3) log0,4(x + 0,6) < 1;	4) log0,2(7 – x) > –1.

				 19.3.	1) log5(3x + 2) l log5(x – 1);	2) log0,8(6x – 2) l log0,8(x + 5);

					3) lg(2x – 1) < lg(3x + 2);	4) ln(4 – 2x) < ln(x + 3).

				 19.4.	1) log0,4(2x – 5) > log0,4 (x + 1);	2) log4(3x – 1) < log4(2x + 3);

					3) log3 l –1;	4) (3x – 4) < (x – 2).
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				 19.5.	1) (x + 4) > (x2 + 2x – 2);
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					2) 1 + log2(x – 2) > log2(x2 – 3x + 2);

					3) lg(x – 2) + lg (27 – x) < 2;

					4) lg(2x – 3) > lg(x + 1).

					Теңсiздiктер жүйесiн шешiңдер (19.6-19.7):

				 19.6.	1)	2)	3)	4)  
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				 19.7.	1)	2) 3)	4) 
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				В

					Теңсiздiктердi шешiңдер (19.8—19.11):

				 19.8.	1) log2 x > log2 (3 – x);	2) lgх + lg(x – 1) < lg6;

					3) lg2x + 2lgx > 3;	4) log0,5x l –6 + log20,5x.

				 19.9.	1) log3(11 + 4x) > 3;	2) (22 + 3x) > –2;

					3) lg(x2 – 1) m 0; 4) lg(1 – x2) l 0. 

				19.10.	1) log5 (x2 – 3) > 0;	2) log8(–9 + х2) l 0;

					3) log4 l log43;	4) lg < 1.

				
					[image: ]
				

				19.11.	1) 	2)  < 2;
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					3) ;	4) . 
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					Теңсiздiктер жүйесiн шешiңдер (19.12-19.13):

				19.12.	1) 	2) 
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					3) 	4) 
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				19.13.	1) 	2) 
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					3) 	4) 
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				ӨЗIҢДI ТЕКСЕР!

				1.	 теңдеуiн шешiңдер: 

					А) 1;	В) 0;	С) –1;	D) түбiрi жоқ.

				2.	0,37х–9 > 0,37 теңсiздiгiнiң ең үлкен натурал шешiмiн табыңдар:

					А) 10;	В) 8;	С) 9;	D) ондай сан жоқ.

				3.	10cosx –= 0 теңдеуiн шешiңдер:

					А) (–1)n + πn, n ∈ Z;	В) (–1)n + πn, n ∈ Z;

				
					[image: ]
				

					С) ± + 2πn, n ∈ Z;	D) ± + πn, n ∈ Z.
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				4.	log5(x – 7) + log5(x – 2) = log5(x + 5) теңдеуiнiң түбiрлерiн табыңдар: 

					А) 9;	В) 1;	С) 1; 9;	D) 7.

				5.	х-тiң қандай мәндерiнде y = log2(x – 5) функциясы оң мәндердi қа-былдамайды:

					А) (5; +∞);	В) [5; +∞);	С) (6; +∞);	D) [6; +∞)?

				6.	 теңсiздiктер жүйесiн шешiңдер: 

					А) [–2; 2];	В) (–∞; –2];	С) [2; +∞);	D) (0; +∞).

				7.	 теңдеулер жүйесiн шешiңдер:

					А) (3; 2);	В) (2; 3);	С) (–2; –3);	D) (3; 1).

				8.	5x2 l 510x – 21 және 5 – x > 0 теңсiздiктерiнiң ортақ шешiмiн табыңдар:

					А) [3; 7];	В) (–∞; 3];	С) (5; 7];	D) [3; 5) ∪ (5; 7].
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				 9.	(2x – 1) l 0 теңсiздiгiн қанағаттандыратын ең кiшi бүтiн санды табыңдар:

					А) 1;	В) 0;	С) 2;	D) ондай сан жоқ.

				10.	 теңсiздiктер жүйесiн шешiңдер:

					А) (0; 1);	В) (0; 1];	С) (0; +∞);	D) шешiмi болмайды.

				Варианта, вариациялық қатар, таралу қатары, полигон, жиілік полигоны.
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				§ 20. Бас жиынтық және таңдама

					Математикалық статистиканың негізгі терминдерімен танысасыңдар. 

				Эксперименттер жүргізу кезінде үлкен көлемді ақпараттар алынады. Мысалы, нақты қаладағы немесе аудандағы ҰБТ тапсырған оқушылардың нәтижелері, Қазақстан банкте-ріндегі халықтың салым мөлшері, ҚР-ның нақты облыстарынан әскери қызметке шақырылушылардың дене салмағы және саны, күні бойы супермаркетке келген тұтынушылар тізімі және т.б.

				Статистикада ақпаратты жинау және сақтау, әртүрлі болжамдарды әзірлеу, олардың шынайылығын бағалау және т.б. есептеулер жүр-гізіледі. Бірақ математикалық статистиканың негізгі есептерінің бірі —алынған ақпаратты тиісті түрде өңдеу, сонда қалған есептердің нәти-жесіне қол жеткізуге болады.

				Бастапқы алынған ақпаратты өңдеу тәртібі шамамен келесідей:

				— өлшеу (тәжірибе) деректері ретке келтіріледі және топтастыры-лады;

				— топтастырудан кейін деректерді өлшеу кестелері құрастырылады;

				— бөлу кестесі бойынша деректерді бөлу графигі құрылады;

				— алынған өлшемдердің негізгі сандық сипаттамаларының шағын саны жиналған осы өлшемнің төлқұжаты құрастырылады.

				Анықтама. Бас жиынтық деп зерттеуге жататын барлық объектілердің немесе бір объектіге бірдей жағдайларда жүргізілетін барлық бақылаулардың мүмкін болатын нәтижелерінің жиынтығын айтады.

				Анықтама. Таңдама жиынтық немесе таңдау деп объектілер жиынтығын немесе бас жиынтықтан кездейсоқ түрде іріктелген объектіні бақылау нәтижелерін айтады.

				Анықтама. Таңдамадағы объектілер немесе бақылаулар саны таң-дама көлемі деп аталады.

				Таңдау мәндері деп кездейсоқ Х шамасының бақыланатын мәндерін айтады.

				Нақты, сенімді қорытындылар алу үшін таңдама көлемі бойынша жеткілікті болуы тиіс. Үлкен таңдама — реттелмеген сандар жиыны. Зерттеу үшін таңдаманы көрнекі реттелген түрге келтіреді.
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				Математикалық статистика элементтері
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					Түйінді ұғымдар

				

			

			
				
					Таңдама, бас жиынтық, ста-тистикалық қатар, жиілік, гистограмма
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				х1, х2, х3, ... , хk қатары берілсін. Мұнда х1 вариантасы n1 рет, х2 вариантасы n2 рет, х3 вариантасы n3 рет кездеседі және т.с.с.

				Сонда n саны, мұндағы n = n1 + n2 + n3 + ... + nk, варианта көлемі болып табылады.

				ni мәні — хі вариантасының жиілігі, ал  — салыстырмалы жиіліктің саны.
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							Төмендегі кесте жиіліктің статистикалық қатарын береді:

							6-кесте

							
								Варианта

							

							
								х1

							

							
								х2

							

							
								х3

							

							
								...

							

							
								хk

							

							
								Варианта жиілігі

							

							
								n1

							

							
								n2

							

							
								n3

							

							
								...
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				Салыстырмалы жиілігі берілген вариантаның кестесін құрастырайық.

				7-кесте

				
					хі вариантасы

				

				
					х1

				

				
					х2

				

				
					х3

				

				
					...

				

				
					хk

				

				
					 салыстырмалы жиілігі 
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					...
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				Берілген кесте салыстырмалы жиіліктің вариациялық қатары деп аталады.

				Координаталары топтастыру интервалдарының орташа мәндері мен осы интервалдардың салыстырмалы жиілігіне сәйкес нүктелерді қосатын сынық салыстырмалы жиіліктің полигоны деп аталады.

				Яғни, салыстырмалы жиіліктің полигонын координаталық жазық-тықта салу үшін (х1; ), (х2; ), ... , (хk; ) нүктелерін белгілеп, кесінділермен қосады.
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							Вариациялық қатар екі элементтен: жиілік пен вариантадан тұрады. 

							Таралу қатарында белгінің жекеленген мәнін варианта деп атайды. 

							Жекеленген вариантаның немесе вариациялық қатардың әр тобының саны жиілік деп аталады.
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							Жиілік полигоны (көпбұрыш) координаталары топтастыру интервалдарының орташа мәндеріне және осы интервалдардың жиілігіне сәйкес келетін нүктелерді қосатын қисықты береді.

							Полигон (polygon) сөзі грек тілінен аударғанда көпбұрышты білдіреді. 
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				Жиіліктің вариациялық қатарын құрастырайық.

				8-кесте

				
					хі вариантасы

				

				
					2

				

				
					3

				

				
					4

				

				
					5

				

				
					ni варианта жиілігі

				

				
					7

				

				
					4

				

				
					3

				

				
					6

				

				Салыстырмалы жиіліктің вариациялық қатарын құрастырайық.

				9-кесте

				
					хі вариантасы

				

				
					2

				

				
					3

				

				
					4

				

				
					5
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					0,35

				

				
					0,2

				

				
					0,15

				

				
					0,3

				

				Жиілік полигонын саламыз (61-сурет).

					1.	Математикалық статистиканың негізгі терминдерін атаңдар.

					2.	Бас жиынтықтың таңдамадан қандай айырмашылығы бар?

					3.	Жиілік полигоны, салыстырмалы жиілік полигоны нені көрсетеді?

					4.	Таңдама үшін абсолюттік және салыстырмалы жиілік кестелері қалай құрас-тырылады?

				Жаттығулар

				А

				20.1.	6, 3, 2, 6, 3, 5, 3, 5, 6, 6, 2, 2, 3, 6, 3, 5, 3, 5, 2, 6 сандар қатары берілген. Таңдама көлемін, таңдама варианталарын табыңдар; жиіліктің вариациялық қатарын және салыстырмалы жиіліктің вариациялық қатарын құрастырыңдар.
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							61-cурет
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							1. 2, 3, 4, 5, 2, 2, 5, 3, 3, 3, 4, 5, 5, 5, 5, 4, 2, 2, 2, 2 сандар қатары берілген. Таңдама көлемін, таңдама варианталарын табыңдар; жиі-ліктің және салыстырмалы жиіліктің вариациялық қатарын құрастырыңдар; жиі-лік полигонын салыңдар.

							Шешуі. Есептің шарты бойынша таңдама көлемі 20-ға тең. Берілген қатарда 2, 3, 4, 5 сандары кездеседі. Олар таңдама варианталары болып табылады.
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				20.2.	10, 9, 4, 8, 8, 10, 9, 4, 4, 4, 9, 8, 8, 9, 4, 8, 10, 8, 10, 8 сандар қатары берілген. Таңдама көлемін, таңдама варианталарын та-быңдар; жиіліктің вариациялық қатарын, салыстырмалы жиі-ліктің вариациялық қатарын және пайызбен берілген салыстыр-малы жиілік қатарын құрастырыңдар.

				20.3.	11-сынып оқушыларының І тоқсандағы алгебра және анализ баста-маларынан жиынтық бағалаудың нәтижелері кестеде көрсетілген.

				10-кесте

				
					3

				

				
					4

				

				
					3

				

				
					4

				

				
					3

				

				
					4

				

				
					5

				

				
					4

				

				
					3

				

				
					3

				

				
					4

				

				
					3

				

				
					5

				

				
					3

				

				
					3

				

				
					4

				

				
					3

				

				
					5

				

				
					2

				

				
					4

				

				
					3

				

				
					4

				

				
					3

				

				
					3

				

				
					4

				

				
					5

				

				
					5

				

				
					4

				

				
					5

				

				
					4

				

					1) Нәтижелердің вариациялық қатарын құрастырыңдар және таңдама көлемін табыңдар;

					2) салыстырмалы жиіліктің вариациялық қатарын құрастырың-дар;

					3) пайызбен берілген салыстырмалы жиіліктің вариациялық қатарын құрастырыңдар.

				20.4.	Жиіліктің вариациялық қатары бойынша таңдама көлемін та-быңдар және жиілік полигонын салыңдар:	

					1) 

				11-кесте

				
					хi

				

				
					7

				

				
					9

				

				
					10

				

				
					12

				

				
					ni

				

				
					9

				

				
					2

				

				
					3

				

				
					6

				

					2) 

				12-кесте

				
					хi

				

				
					11

				

				
					13

				

				
					17

				

				
					19

				

				
					ni

				

				
					6

				

				
					8

				

				
					6

				

				
					5

				

					3)

				13-кесте

				
					хi

				

				
					3

				

				
					5

				

				
					7

				

				
					9

				

				
					11

				

				
					ni

				

				
					6

				

				
					5

				

				
					9

				

				
					4

				

				
					6
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				B

				20.5. Кестеде бір топ оқушының бойын өлшеу нәтижелері көрсетілген.

				14-кесте

				
					157

				

				
					159

				

				
					156

				

				
					158

				

				
					158

				

				
					156

				

				
					158

				

				
					159

				

				
					159

				

				
					157

				

				
					155

				

				
					155

				

				
					154

				

				
					156

				

				
					159

				

				
					158

				

				
					156

				

				
					154

				

				
					160

				

				
					156

				

					Кестедегі деректер бойынша: 

					1) нәтижелердің вариациялық қатарын құрастырыңдар және таңдама көлемін табыңдар;

					2) салыстырмалы жиіліктің вариациялық қатарын құрастырыңдар;

					3) пайызбен берілген салыстырмалы жиіліктің вариациялық қа-тарын құрастырыңдар.

				20.6.	Кестеде бригада жұмысшыларының бір күнде әзірлеген тетіктер саны көрсетілген.

				15-кесте

				
					45

				

				
					50

				

				
					48

				

				
					49

				

				
					45

				

				
					48

				

				
					49

				

				
					45

				

				
					50

				

				
					50

				

				
					48

				

				
					48

				

				
					49

				

				
					50

				

				
					45

				

					Кестедегі деректер бойынша: 

					1) нәтижелердің вариациялық қатарын құрастырыңдар және таңдама көлемін табыңдар;

					2) салыстырмалы жиіліктің вариациялық қатарын құрастырыңдар;

					3) пайызбен берілген салыстырмалы жиіліктің вариациялық қатарын құрастырыңдар.

				Варианта, вариациялық қатар, таралу қатары, полигон, жиілік полигоны, таңдама бас жиынтық, статистикалық қатар, жиілік, гистограмма.
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				§ 21. Дискретті және интервалды вариациялық қатарлар

					Дискретті вариациялық қатар ұғымымен таныса-сыңдар; дискретті вариациялық қатарды құрастыру үшін деректерді талдауды үйренесіңдер. 
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							Әр белгісі, белгілер топтамасы, немесе белгілер класы бойынша топтағы бірліктердің саны, немесе жалпы қорытындыдағы осы сан-ның орны белгілі болатын ерекше түрдегі топтамаларды үлестірім қатары деп атайды. 

							Үлестірім қатары сандық немесе төлсипаттық белгі бойынша құрастырылады. 

							Сандық белгісі бойынша құрастырылған үлестірім қатары вариациялық қатар деп аталады. 
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				Вариациялық қатарлар дискретті және интервалды болып келеді. Үлестірім қатары үздіксіз өзгеріп отыратын белгі бойынша (белгі қандай да бір интервал шеңберінде кез келген мәндерді қабылдай ала-тын кезде) және дискретті өзгеретін белгі бойынша (қатаң анықталған бүтін мәндерді қабылдайды) салынуы мүмкін.

				Дискретті вариациялық қатардың үлестірілуі деп сәйкес келетін жиіліктер немесе бөлінділер бойынша варианталардың бөліну жиын-тығын айтады. Дискретті қатардың варианталары — бұл белгінің дискретті өзгеретін мәндері, әдетте, бұл есептеу нәтижесі.

				Дискретті вариациялық қатарларды, әдетте, зерттелетін белгінің мәндері бір-бірінен кем дегенде қандай да бір шекті шамаға ерекше-ленген жағдайда ғана құрады.

				Дискретті қатарда белгінің нүктелік мәндері беріледі.
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							1. 20 жұмысшының тарифтік разряды туралы деректер берілген. 2, 3, 2, 4, 4, 5, 5, 4, 6, 3, 1, 4, 4, 5, 5, 6, 4, 3, 2, 3 тарифтік разрядпен жұмысшыларды бөлудің дискретті вариациялық қатарын құрас-тырыңдар.

							Шешуі. Алдымен кестені құрастырамыз. Үлестірім қатары екі элементтен болғандықтан, кесте екі жолдан тұрады.

							Бірінші жол — варианта, мысал бойынша — жұмысшылардың тарифтік разряды; екінші жол — жиілік, яғни варианталардың кездесу жиілігі, мысалда белгілі бір разряд бойынша жұмысшылар саны.

							Тапсырманың шартын ескере отырып, кем дегенде бір рет кездесетін мәндерді анықтаймыз. Ол келесі сандар: 1, 2, 3, 4, 5, 6. Содан кейін вариантаның әрбір мәнінің қанша рет кездесетінін санаймыз және келесі кестені құрастырамыз:

							16-кесте

							
								Тарифтік разряд (хi)

							

							
								1

							

							
								2

							

							
								3

							

							
								4

							

							
								5

							

							
								6

							

							
								Жұмысшылар саны (ni)

							

							
								1

							

							
								3

							

							
								4

							

							
								6

							

							
								4

							

							
								2

							

							Осылайша нәтижесінде тарифтік разряд бойынша жұмысшыларды бөлудің дискретті вариациялық қатары алынды.
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					Түйінді ұғымдар

				

			

			
				
					Қатар, топ, дискретті вариа-циялық қатар, интервалды вариациялық қатар 
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				хn – х1 айырмасын өлшемнің құлашы деп немесе ең үлкен және ең кіші вариантаның айырымы деп атайды. Деректер қатарының мода-сы — бұл өлшемдер қатарында жиі кездесетін варианта. Мода еселігі ең үлкен болатын вариантаға тең. 

				Тақ деректер сан қатарының x1 m x2 m ... m x2k m x2k + 1 медианасы деп m = xk + 1 санын, ал жұп деректер x1 m x2 m ... m x2k–1 m x2k  сан қатары-ның медианасы деп m = санын айтады.

				Өлшеу деректерінің жиі кездесетін сипаттамасы олардың орташа арифметикалық мәні немесе орташа мәні М болып табылады.

				Орташа мән, мода және медиана деректер қатарының сандық сипат-тамаларының бір түріне жатады. Кейде олар орталық процестің өлшемі деп аталады: осы сандардың әрқайсысы деректер қатарының орта мәнін сипаттайды.

					1-мысалдағы мәндердің модасын, медианасын және орташа мәнін табыңдар.

					Интервалды вариациялық қатар ұғымымен танысасыңдар; интервалды вариациялық қатарды құрастыру үшін деректерді талдауды үйренесіңдер. 

				Анықтама. Интервалды вариациялық қатар деп кездейсоқ шаманың мәндерін сәйкес жиіліктерімен немесе олардың әрқайсысына шама мәндерінің түсу жиіліктерімен түрлендірулердің реттелген интервалдарының жиынтығын айтады.

				Мәні өлшеу немесе өлшеу жолымен тіркелетін интервалды қатарлар үздіксіз өзгеретін белгінің үлестірімін талдауға бағытталған. Мұндай қатардың вариантасы — топтастыру.

				Егер дискретті вариациялық қатарда жиілік сипаттамасы қатардың вариантасына тікелей қатысты болса, онда интервалды вариация то-бына жатады. 

				Интервалды құрудың бірнеше жолы бар: 

				1) деректерді логикалық талдау негізінде қосымша есептеулерсіз көзбен шолу тәсілі; егер шарт бойынша тең аралықтарды салу талап етілсе, онда формула бойынша есептеу;

				2) қосымша есептеулер әдісі. Интервал шамасын есептеу үшін келесі формула қолданылады:

					i = ,	(1)

				мұндағы i — шама немесе интервал ұзындығы; хmax — максимал шама; хmin — минимал шама; n — есептің шарты бойынша қажетті топтар саны.
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							Орташа мәнді табу үшін: 

							1) барлық өлшем деректері қосындысының мәнін табу;

							2) алынған қосындының мәнін деректер санына бөлу (таңдама көлемі) қажет:

							M =. 
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				Бірінші интервалды салуды ең кіші мәннен бастайды, оған интер-валдың шамасы қосылады және бірінші интервалдың жоғарғы шега-расы алынады. Содан кейін бірінші интервалдың жоғарғы шегарасы екінші аралықтың төменгі шегіне айналады, оған аралықтың шамасы қосылып, екінші аралық алынады. Одан соң шарт бойынша қанша интервалдар салу керек болса, сонша рет интервалдар анықталады.

					Берілген шартқа сәйкес вариациялық қатардың деректерін талдауды үйренесіңдер.

				Үлестірім қатарларын олардың графикалық бейнесінің көмегімен талдау ыңғайлы.

				Дискретті қатар графикте сынық сызық полигоны түрінде бейне-ленеді. Оны тікбұрышты координата жүйесінде салу үшін абсцисса 
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							2. Банкте 10 салымшының салым мөлшері туралы деректер берілген: 280, 240, 400, 340, 200, 310, 260, 360, 330, 230 (мың тг). Салым көлемін тең аралықты 3 топқа бөліп, үлестірімнің интервалды вариациялық қатарын құрыңдар. Әрбір топ бойынша салымдардың жалпы мөлшерін есептеңдер.

							Шешуі. Алдымен кестені құрастырамыз. Үлестірім қатарында екі элемент бол-ғандықтан, кесте екі жолдан тұрады. 

							Бірінші жол — варианта мысалда банктегі салымның мөлшері; екінші жол — жиілік осы жағдайда интервалға түсетін тиісті салымы бар салымшылар саны.

							(1) формуласын пайдалана отырып, интервал шамасын табамыз. Есеп шарты бойынша ең үлкен мәні 400 мың тг, ең кіші мәні 200 мың тг, топтар саны 4. Сонда i = = 50000.

							17-кесте

							
								Банк салымының мөлшері (х)

							

							
								200 000—250 000

							

							
								250 000—300 000

							

							
								300 000—350 000

							

							
								350 000—400 000

							

							
								Салымшылар саны (n)

							

							
								3

							

							
								2

							

							
								3

							

							
								2

							

							Енді әрбір интервал бойынша және жалпы алғандағы салымдардың барлық көлемінің есебін жүргіземіз. Бұл үшін әрбір интервал бойынша салым мөлшерін қосамыз және салымдардың жиынтық мәнін аламыз. Сонда

							бірінші интервал бойынша: 230 000 + 240 000 + 200 000 = 670 000;

							екінші интервал бойынша: 280 000 + 240 000 = 520 000;

							үшінші интервал бойынша: 310 000 + 330 000 + 340 000 = 980 000;

							төртінші интервал бойынша: 360 000 + 400 000 = 760 000.

							18-кесте

							
								Банк салымының мөлшері (х)

							

							
								200 000— 250 000

							

							
								250 000— 300 000

							

							
								300 000— 350 000

							

							
								350 000— 400 000

							

							
								Барлығы 

							

							
								Салымшылар саны (n)

							

							
								3

							

							
								2

							

							
								3

							

							
								2

							

							
								10

							

							
								Салымның жалпы көлемі

							

							
								670 000

							

							
								520 000

							

							
								980 000

							

							
								760 000

							

							
								2 930 000

							

							
								[image: ]
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				осі бойынша координаталары бірдей масштабта түрленетін белгінің сараланған (реттелген) мәндері қойылады, ал ордината осі бойынша жиіліктерді көрсетуге арналған шкала салынады.

					1-мысалдағы мәндердің модасын, медианасын және орташа мәнін табыңдар.

				Интервалды қатарлар гистограмма түрінде (яғни, диаграмма ба-ғандары) бейнеленеді. Гистограмманы абсцисса осіне салған кезде интервалдардың шамасы кескінделеді, ал жиіліктер тиісті аралықтарда салынған тікбұрыштармен бейнеленеді. Интервалдар тең болған жағдайда бағандардың биіктігі жиілікке пропорционал болуы керек.

					2-мысалға интервалды вариациялық қатарды өздерің құрастырыңдар. 

					1.	Дискретті вариациялық қатардан қандай деректер алуға болады?

					2.	Интервалды қатардан қандай деректер алуға болады?

				Жаттығулар

				А

				21.1.	Жұмысшылардың санаты туралы деректер берілген: 3, 4, 5, 6, 3, 3, 4, 6, 6, 6, 5, 4, 4, 4, 4, 3, 5, 5, 5, 6. Жұмысшылардың санаты бой-ынша үлестірім дискретті вариациялық қатарын құрастырыңдар. 

				21.2.	40 oқушыға кез келген цифрды атау ұсынылды. Нәтижесінде келесі деректер алынды:

				19-кесте

				
					5

				

				
					5

				

				
					4

				

				
					5

				

				
					3

				

				
					9

				

				
					0

				

				
					4

				

				
					3

				

				
					7

				

				
					6

				

				
					9

				

				
					5

				

				
					1

				

				
					7

				

				
					5

				

				
					6

				

				
					2

				

				
					1

				

				
					3

				

				
					4

				

				
					7

				

				
					0

				

				
					7

				

				
					5

				

				
					6

				

				
					5

				

				
					3

				

				
					9

				

				
					2

				

				
					3

				

				
					1

				

				
					3

				

				
					1

				

				
					3

				

				
					3

				

				
					6

				

				
					8

				

				
					1

				

				
					9

				

					Берілген өлшемдердің қайталану үлестірім кестесін құрастырыңдар және таңдама көлемі мен модасын табыңдар.

				21.3.	30 oқушыға 10-нан 20-ға дейінгі кез келген екітаңбалы санды атау ұсынылды. Нәтижесінде келесі деректер алынды:

				20-кесте

				
					14

				

				
					17

				

				
					10

				

				
					17

				

				
					16

				

				
					15

				

				
					15

				

				
					13

				

				
					19

				

				
					12

				

				
					16

				

				
					19

				

				
					15

				

				
					15

				

				
					17

				

				
					15

				

				
					16

				

				
					12

				

				
					13

				

				
					13

				

				
					13

				

				
					11

				

				
					13

				

				
					11

				

				
					13

				

				
					14

				

				
					16

				

				
					18

				

				
					19

				

				
					19
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					Берілген өлшемдердің қайталану үлестірім кестесін құрастырыңдар және таңдама көлемі мен модасын табыңдар.

				21.4.	21.2-жаттығудағы өлшемдер деректерінің орташа мәнін табыңдар.

				21.5.	21.3-жаттығудағы өлшемдер деректерінің орташа мәнін табыңдар.

				В

				21.6.	21.2-, 21.3-жаттығулардағы деректердің полигонын салыңдар.

				21.7.	Оқушылардың массалары 35, 44, 46, 37, 50, 36, 38, 48, 35, 44, 46, 39, 50, 40, 54, 36, 40, 42, 52, 39 (кг-мен) берілген. Массалары бойынша тең интервалдар арқылы 5 топқа бөліп, оқушылардың интервалды вариациялық бөлу қатарын салыңдар. Әр топ бойын-ша массалардың ортақ өлшемін табыңдар.

				21.8.	Дүкенде гүлдің 25 түрі сатылады. Олардың бағасына қарай үлес-тірімі кестеде берілген (21-кесте). 

				21-кесте

				
					Баға (тг)

				

				
					[500—800)

				

				
					[800—1100)

				

				
					[1100—1400)

				

				
					[1400—1700]

				

				
					Түрлерінің саны

				

				
					7

				

				
					4

				

				
					(*)

				

				
					8

				

					1) Кестеден (*) табыңдар;

					2) пайызбен берілген салыстырмалы жиіліктің вариациялық қа-тарын құрастырыңдар.

				Варианта, вариациялық қатар, таралу қатары, полигон, жиілік полигоны, таңдама, бас жиын, статистикалық қатар, жиілік, ги-стограмма, дискретті вариациялық қатар, интервалды вариациялық қатар.

				§ 22. Кездейсоқ шаманың сандық сипаттамаларын таңдамалар бойынша бағалау

					Таңдама бойынша кездейсоқ шамалардың сандық сипаттамаларын бағалауды үйренесіңдер. 

				Кейде кездейсоқ шаманы (бас жиынтық) зерттеу кезінде таңдама деректері негізінде үлестірудің кейбір сандық (нүктелік) си-паттамаларын бағалауды есептеу жеткілікті. Сандық сипаттамалар таңдалған деректер негізінде теориялық үлестіру параметрлерін анық-тау кезінде де есептеледі.
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					Түйінді ұғымдар

				

			

			
				
					Статистика, орташа мән, дисперсия, орташа ауытқу
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				Нүктелік баға деп бір санмен ұсынылған мүмкін бағаны айтады. Нүктелік бағалар бас жиынның сәйкес параметрінің шамасы туралы жуық түсінік береді.

				Таңдау мәліметтері бойынша кездейсоқ шаманың сандық сипатта-маларын бағалауды қарастырайық.

				Салыстырмалы жиіліктің нұсқалары көрсетілген кесте берілсін, мұндағы n1 + n2 + n3 + ... + nk = n (22-кесте).

				22-кесте

				
					хі 

					вариантасы

				

				
					х1

				

				
					х2

				

				
					х3

				

				
					...

				

				
					хk

				

				
					
						[image: ]
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					...
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				Орташа мәнмен бағаланатын математикалық күтім келесі форму-ламен есептеледі: 

					= (x1n1 + x2n2 + ... + xknk).	(1)

				
					[image: ]
				

				 орташа мәнінің айналасындағы x1, x2, x3, ... , xk сандарының шашырауын сипаттайтын шама дисперсия деп аталады және  деп белгіленеді.

				
					[image: ]
				

				Таңдама дисперсияны есептеу формуласы: 

				 =[(x1 – )2 · n1 + (x2 – )2 · n2 + ... + (xk – )2 · nk)]. (2)

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				Таңдаманың көлемі азайған сайын қателіктер пайда болады. Сондық-тан n m 30 бойынша түзетілген таңдама дисперсиясы табылады:

					 = ·  (3)

				
					[image: ]
				

				формуласымен есептеледі.

				(2)- және (3)-формулаларды ескере отырып, таңдаманың квадраттық ауытқуы сәйкесінше 

						(4)

				және		(5)	

				формулаларымен есептеледі.

				Әдетте, таңдама дисперсиясы

					 = – 	(6)	

				
					[image: ]
				

				формулаcымен есептеледі, мұндағы  = (x21 n1 + x22n2 + ... + x2knk).

				
					[image: ]
				

				Дисперсияны және орташа квадраттық ауытқуды есептеу өте күрделі болғандықтан, оны есептеу үшін қандай да бір компьютер 
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				бағдарламасын (мысалы, Microsoft Office Excel) қолданған дұрыс. Егер есептеулер тікелей жүргізілсе, онда қателерді бақылау үшін нәтижелерді кесте түрінде көрсету керек.

				Үздіксіз кездейсоқ шамалар үшін интервалдық салыстырмалы вариантаның кестесі берілсін (23-кесте). 

				23-кесте

				
					Интервалдар

				

				
					[x0; x1)

				

				
					[x1; x2)

				

				
					[x2; x3)

				

				
					...

				

				
					[xk–1; xk]

				

				
					
						[image: ]
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					...
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				Онда x*1 = ,   x*2 = , ... , x*k =  ескерсек, таңдаманың салыстырмалы жиілігінің кестесін қарастырамыз (24-кесте).

				
					[image: ]
				

				24-кесте

				
					x*i

				

				
					x*1

				

				
					x*2

				

				
					x*3

				

				
					...

				

				
					x*k
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					...

				

				
					
						[image: ]
					

				

				
					[image: ]
				

				
					
						[image: ]
					

					
						
							1. Интервалды салыстырмалы жиіліктің кестесін қолдану ар-қылы таңдама дисперсиясын және таңдаманың орташа квадраттық ауытқуын табайық.

							25-кесте

							
								Интервалдар

							

							
								[1; 3)

							

							
								[3; 6) 

							

							
								[6; 9]

							

							
								
									[image: ]
								

							

							
								0,6

							

							
								0,2

							

							
								0,2

							

							Шешуі. Таңдаманың салыстырмалы жиілігінің кестесін құрастырайық. Ол үшін интервалдар ортасын табамыз: 

							x*1 = (1 + 3) : 2 = 2; x*2 = (3 + 6) : 2 = 4,5; x*3 = (6 + 9) : 2 = 7,5.

							Сонда келесі кестені аламыз:

							26-кесте

							
								x*i 

							

							
								2

							

							
								4,5

							

							
								7,5

							

							
								
									[image: ]
								

							

							
								0,6

							

							
								0,2

							

							
								0,2

							

							Енді төмендегі шамаларды есептейміз:

							 = 2 · 0,6 + 4,5 · 0,2 + 7,5 · 0,2 = 3,6;
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					1.	Таңдама дисперсиясы мен түзетілген таңдама дисперсиясының ұқсастығы мен айырмашылығы қандай?

					2.	Орташа квадраттық ауытқудың формуласы неге байланысты таңдалады?

					3.	Таңдама дисперсиясы мен орташа квадраттық ауытқудың формуласын жазыңдар. 

				Жаттығулар

				А

					22.1—22.3-жаттығуларда бірдей өлшемдердің нәтижелері қарас-тырылады. Бас жиынтықты зерттегенде тәуелсіз байқаулардың мәндері алынды (27-кесте):

				27-кесте

				
					111

				

				
					112

				

				
					111

				

				
					108

				

				
					113

				

				
					111

				

				
					114

				

				
					113

				

				
					112

				

				
					111

				

				
					110

				

				
					110

				

				
					109

				

				
					109

				

				
					110

				

				
					112

				

				
					109

				

				
					113

				

				
					114

				

				
					111

				

				
					111

				

				
					112

				

				
					111

				

				
					111

				

				22.1.	1) Байқаулардың вариациялық қатарын құрастырыңдар және таңдаманың көлемін табыңдар;

					2) салыстырмалы жиіліктің вариациялық қатарын құрастырыңдар;

					3) пайызбен берілген салыстырмалы жиіліктің вариациялық қа-тарын құрастырыңдар.

				22.2.	1) Моданы, медиананы, математикалық күтімді табыңдар;

					2) пайызбен берілген салыстырмалы жиіліктің полигонын салың-дар.

				22.3.	Дисперсияны және орташа квадраттық ауытқуды табыңдар.

				
					[image: ]
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							 =  (22 · 6 + 4,52 · 2 + 7,52 ·2) = 17,7;

							
								[image: ]
							

							 = – = 17,7 – 3,62 = 17,7 – 12,96 = 4,74. 

							
								[image: ]
							

							n = 10 және ол 30-дан кем, сондықтан түзетілген таңдама дисперсиясын табайық:

							 =  · 4,74 ≈ 5,27.

							
								[image: ]
							

							Сәйкесінше таңдаманың орташа квадраттық ауытқуын есептейміз:

							 ≈  ≈ 2,29.

							
								[image: ]
							

							Жауабы: ≈ 5,27; ≈ 2,29.
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				В

				22.4.	28-кестені және “орташа мән 9-ға тең” деген тұжырымды қолданып келесі есептеулерді орындаңдар:

				28-кесте

				
					Варианта

				

				
					4

				

				
					8

				

				
					12

				

				
					Еселігі 

				

				
					х

				

				
					2

				

				
					9

				

					1) х санын табыңдар;

					2) түзетілген таңдама дисперсиясын табыңдар.

				22.5.	Үлестірім кестесі және “орташа мән 5-ке тең” деген тұжырымды қолданып келесі есептеулерді жасаңдар (29-кесте):

				29-кесте

				
					Варианта

				

				
					3

				

				
					х

				

				
					7

				

				
					9

				

				
					Еселігі 

				

				
					13

				

				
					6

				

				
					9

				

				
					2

				

					1) х санын табыңдар;

					2) түзетілген таңдама дисперсиясын табыңдар.

				22.6.	Варианталардың интервалды салыстырмалы кестесін қолданып таңдама дисперсиясын және таңдаманың квадраттық ауытқуын табыңдар:

				30-кесте

				
					Интервалдар

				

				
					[0; 5)

				

				
					[5; 10)

				

				
					[10; 15]

				

				
					ni

				

				
					7

				

				
					5

				

				
					8
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					0,4

				

				
					0,2

				

				
					0,4
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							22.7.	Қазіргі математикалық статистиканың негізін қалаушылардың бірі — ағылшын математигі Карл Пирсон. Әртүрлі статистика-лық деректер арасындағы корреляцияның (тәуелділіктің) сандық бағалауының да-муы осы ғалымның есімімен байланысты. Математикалық статистиканың бөлімдері әртүрлі. Олардың ішінде сипаттау статис-тикасын, бағалау теориясын, гипотезалар-ды (болжам) тексеру теориясын, бірізді статистикалық анализді бөліп көрсетуге болады.
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				Өзіңді тексер!

				1.	Х кездейсоқ шаманың үлестірім қатары берілген:

				
					Х

				

				
					2

				

				
					4

				

				
					6

				

				
					8

				

				
					10

				

				
					
						[image: ]
					

				

				
					?

				

				
					0,2

				

				
					?

				

				
					0,1

				

				
					?

				

					Белгісіз салыстырмалы жиілік 3 : 3 : 1 сандарына пропорционал.

				 Онда салыстырмалы жиіліктің вариациялық қатарының толық кестесі:

					A) 

				
					Х

				

				
					2

				

				
					4

				

				
					6

				

				
					8

				

				
					10

				

				
					
						[image: ]
					

				

				
					0,2

				

				
					0,15

				

				
					0,3

				

				
					0,15

				

				
					0,2

				

					B) 

				
					Х

				

				
					2

				

				
					4

				

				
					6

				

				
					8

				

				
					10

				

				
					
						[image: ]
					

				

				
					0,2

				

				
					0,15

				

				
					0,25

				

				
					0,15

				

				
					0,2

				

					C) 

				
					Х

				

				
					2

				

				
					4

				

				
					6

				

				
					8

				

				
					10

				

				
					
						[image: ]
					

				

				
					0,15

				

				
					0,15

				

				
					0,25

				

				
					0,15

				

				
					0,25

				

					D) 

				
					Х

				

				
					2

				

				
					4

				

				
					6

				

				
					8

				

				
					10

				

				
					
						[image: ]
					

				

				
					0,3

				

				
					0,2

				

				
					0,3

				

				
					0,1

				

				
					0,1

				

					E) 

				
					Х

				

				
					2

				

				
					4

				

				
					6

				

				
					8

				

				
					10

				

				
					
						[image: ]
					

				

				
					0,2

				

				
					0,15

				

				
					0,2

				

				
					0,15

				

				
					0,3
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				2.	Салыстырмалы жиіліктің вариациялық қатары бойынша орташа мәнін табыңдар:

				
					Х

				

				
					2

				

				
					3

				

				
					4

				

				
					5

				

				
					6

				

				
					
						[image: ]
					

				

				
					0,3

				

				
					0,3

				

				
					0,1

				

				
					0,2

				

				
					0,1

				

					A) 5,2;	B) 4,5;	C) 5,1;	D) 3,5;	E) 5,5.

				3.	Салыстырмалы жиіліктің вариациялық қатары бойынша дисперсия-ны табыңдар:

				
					Х

				

				
					2

				

				
					4

				

				
					6

				

				
					8

				

				
					
						[image: ]
					

				

				
					0,2

				

				
					0,2

				

				
					0,4

				

				
					0,2

				

					A) 5,8;	B) 4,96;	C) 5,16;	D) 4,6;	E) 4,8.

				4.	3-тапсырмадағы салыстырмалы жиіліктің вариациялық қатары бойынша орташа квадраттық ауытқуын табыңдар:

					A) 2,28;	B) 2,29;	C) 3,96;	D) 3,95;	E) 2,88.

				5.	Кестеде фирмалық дүкендегі сырткиімдердің бағасы (мың тг) туралы деректер келтірілген:

				
					32,3

				

				
					40,0

				

				
					34,9

				

				
					28,8

				

				
					48,9

				

				
					28,4

				

				
					25,2

				

				
					24,6

				

				
					30,0

				

				
					25,3

				

				
					20,0

				

				
					35,8

				

				
					37,4

				

				
					23,2

				

				
					35,2

				

					Деректерді құны бойынша тең 3 интервалдық топқа бөліп, әйелдер сырткиімдері үлестірімінің интервалды вариациялық қатарын құ-растырыңдар:

					A) 

				
					Интервалдар

				

				
					[20; 30)

				

				
					[30; 40)

				

				
					[40; 50]

				

				
					ni

				

				
					7

				

				
					6

				

				
					2

				

				
					
						[image: ]
					

				

				
					
						[image: ]
					

				

				
					
						[image: ]
					

				

				
					
						[image: ]
					

				

					B)

				
					Интервалдар

				

				
					[20; 30)

				

				
					[30; 40)

				

				
					[40; 50]

				

				
					пi

				

				
					7

				

				
					6

				

				
					2

				

				
					
						[image: ]
					

				

				
					
						[image: ]
					

				

				
					
						[image: ]
					

				

				
					
						[image: ]
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					C)

				
					Интервалдар

				

				
					[20; 30)

				

				
					[30; 40)

				

				
					[40; 50]

				

				
					ni

				

				
					7

				

				
					6

				

				
					2

				

				
					
						[image: ]
					

				

				
					
						[image: ]
					

				

				
					
						[image: ]
					

				

				
					
						[image: ]
					

				

					D) 

				
					Интервалдар

				

				
					[20; 30)

				

				
					[30; 40)

				

				
					[40; 50]

				

				
					ni

				

				
					7

				

				
					6

				

				
					2

				

				
					
						[image: ]
					

				

				
					
						[image: ]
					

				

				
					
						[image: ]
					

				

				
					
						[image: ]
					

				

					E)

				
					Интервалдар

				

				
					[20; 30)

				

				
					[30; 40)

				

				
					[40; 50]

				

				
					ni

				

				
					7

				

				
					6

				

				
					2

				

				
					
						[image: ]
					

				

				
					
						[image: ]
					

				

				
					
						[image: ]
					

				

				
					
						[image: ]
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				11-сыныптағы алгебра және анализ бастамалары курсын қайталауға арналған жаттығулар

				I. Есептеулер

					Интегралды есептеңдер (1—5):

				1.	1) (1 – 3x2)dx;	2) (x3 – 2x2 + x + 1)dx;

				
					[image: ]
				

					3) (2 + x)3 dx;	4) (4 – x)4 dx.

				
					[image: ]
				

				2.	1) ;	2) ;

				
					[image: ]
				

					3) ;	4) .

				
					[image: ]
				

				3.	1) (x3 + x–3)dx;	2) dx;

				
					[image: ]
				

					3) (5 – 3x–2 + 3x2)dx;	4) dx.

				
					[image: ]
				

				4.	1) (2x–1 + 1)dx;	2) 30,5xdx;

				
					[image: ]
				

					3) (3x–1 – 4)dx;	4) dx.

				
					[image: ]
				

				5.	1) (e3x + 1)dx;	2) dx;

				
					[image: ]
				

					3) dx;	4) dx.

				
					[image: ]
				

					Өрнектiң мәнiн табыңдар (6—10):

				6.	1) ;	2) ;

				
					[image: ]
				

					3) ;	4) . 

				
					[image: ]
				

				7.	1) ;	2) ;

				
					[image: ]
				

					3) ;	4) .

				
					[image: ]
				

				8.	1) ;	2) ; 

				
					[image: ]
				

					3) ;	4) .

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
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				 9.	1) 252,5 – · (0,6)2,7;

					2) ;

					3) 161,5 –· (1,5)0,19; 

					4) 810,25 + – (0,15)–0,35 · ;

				
					[image: ]
				

					5)  · 4;

				
					[image: ]
				

					6) .

				10.	1) log273 –  + log2,50,4;	2) –  – log0,25;

				
					[image: ]
				

					3) ;	4) 27 – log1,5– log84;

				
					[image: ]
				

					5) log3– log432;	6) – log24 · .

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				11.	Егер:

					1) log3 a =  болса, онда а-ның;

					2) logb = –4 болса, онда b-ның;

					3) log6 c = 3 болса, онда c-ның;

					4) logm 0,25 = –4 болса, онда m-нiң мәнiн есептеңдер.

				12.	Егер log73 = a және log75 = b болса, онда:

					1) log725 – log7243;	2) log12581 + 2 log715;

					3) log7441 – log59;	4) log1521 + 3 log15245 өрнегiнiң мәнiн табыңдар.

				II. Тепе-тең түрлендiрулер 

					Берiлген аралықта F(x) функциясы f(x) функциясының алғашқы функциясы болатынын дәлелдеңдер (13—15):

				13.	1) F(x) = 4+ 2,	f(x) =, x ∈ (3; +∞); 

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
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					2) F(x) = x6 – 16,	f(x) = , x ∈ (0; +∞);

				
					[image: ]
				

					3) F(x) = x3 – 3sinx,	f(x) = 3x2 – 3cosx, x ∈ R;

					4) F(x) = 2cos(4x – 1) + 7x7, f(x) = –8sin(4x – 1) + 49x6 , x ∈ R. 

				14.	1) F(x) = x +,	f(x) = , x ∈ (0; +∞);

				
					[image: ]
				

					2) F(x) = cosx4 ,	f(x) = –4x3 sinx4, x ∈ R;

					3) F(x) = –1,5sin2,	f(x) = –sin, x ∈ R;

				
					[image: ]
				

					4) F(x) = –ctg5x + 5x;	f(x) = 5, x ∈.

				
					[image: ]
				

				15.	1) F(x) =  + 3x,	f(x) = 3x + 3, x ∈ R;

					2) F(x) = lnx – (0,5)x,	f(x) =  – 0,5x ln, x ∈ R; 

				
					[image: ]
				

					3) F(x) = x – lnx3 ,	f(x) = , x ∈ (0; +∞); 

					4) F(x) = lnx2 ,	f(x) = , x ∈ (0; +∞). 

					Өрнектi ықшамдаңдар (16—19):

				16.	1) ;	2) ;

				
					[image: ]
				

					3) ;	4) . 

				
					[image: ]
				

				17.	1); 2) .

				
					[image: ]
				

				18.	1); 2) .

				
					[image: ]
				

				19.	1); 2) .

				
					[image: ]
				

				20.	Тепе-теңдiктi дәлелдеңдер:

					1) ;	2) ;

				
					[image: ]
				

					3) =;	4)  = .

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				21.	Егер:

					1) B =;

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
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					2) B =;

					3) B = ;

					4) B =  болса, онда В-ның бүтiн сан бола-тынын дәлелдеңдер.

					Тепе-теңдiктi дәлелдеңдер (22—24):

				22.	1) – ab = 0;

					2) = m + n;

					3) – (a – 7)0 = – 1, мұндағы a > 7; 

				
					[image: ]
				

					4) + (a + 10)0 = 2+ 1.

				
					[image: ]
				

				23.	1) = –3;	2) = 2;

				
					[image: ]
				

					3) = 2;	4) = 5.

				
					[image: ]
				

				24.	1) = 100;	2) = 27;

				
					[image: ]
				

					3) = 36;	4) = 54.

				
					[image: ]
				

				III. Теңдеулер және олардың жүйелерi

					Иррационал теңдеулердi шешiңдер (25—29):

				25.	1)  = 3;	2)  = 2;

				
					[image: ]
				

					3) ;	4)  = 3.

				
					[image: ]
				

				26.	1) x = 7 –;	2)  – x = 1;

				
					[image: ]
				

					3) – 3x = 5;	4)  = 11 – 3x.

				
					[image: ]
				

				27.	1) ;	2)  = x;

				
					[image: ]
				

					3) ;	4) x + 2 =.

				
					[image: ]
				

				28.	1) ;	2) = 8 – x;

				
					[image: ]
				

					3) ;	4) .

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
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				29.	1) ;	2) ;

				
					[image: ]
				

					3) = 3;	4) = 2. 

				
					[image: ]
				

					Көрсеткiштiк теңдеулердi шешiңдер (30—35):

				30.	1) ;	2) ;

				
					[image: ]
				

					3) ;	4)  = .

				
					[image: ]
				

				31.	1) 9 · 3cosx =;	2) 4 · 2sinx =; 

				
					[image: ]
				

					3) 25–1 · = 5x;	4) 216–1 · = 60,5x.

				
					[image: ]
				

				32.	1) 2x – 5 · 2x – 4 = 11;	2) 5x – 4 · 5x – 2 = 21;

					3) 3 · 2x – 1 + 2x + 4 = 35;	4) 6x – 1 + 5 · 6x – 2 = 11.

				33.	1) 7x + 1 – 2 · 7x – 2 = 341;	2) 3 · 11x + 1 – 2 · 11x – 1 = 361;

					3) 2x – 1 + 3 · 2x – 2 + 5 · 2x – 3 = 15;	4) 7 · 3x – 2 – 3x – 1 + 5 · 3x = 49.

				34.	1) 4x + 16 = 10 · 2x;	2) 9x – 36 · 3x + 243 = 0;

					3) 25x –  · 5x + 1 = 0;	4) 36x –  · 6x +  = 0.

				
					[image: ]
				

				35.	1) 4x + 1 + 41 – x – 10 = 0;	2) 31 + x – 2 · 31 – x = 7;

					3) – 32 = 4 · ;	4) – 10 = 3 · .

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

					Логарифмдiк теңдеулердi шешiңдер (36—41):

				36.	1) log4(x2 – 5) = 1;	2) log6(x2 – 2) = 1;

					3) log3(4 +) = 2;	4) log5( + 1) = 2.

				
					[image: ]
				

				37.	1) log5(2x + 3) + log5(4 – x) = 1;	2) log7(3x – 17) – log7(x + 1) = 0;

					3) log2(2x – 1) + log2(x + 3) = 2;	4) (4x + 5) =(5x + 2). 

				
					[image: ]
				

				38.	1) log3(x + 1) – log3(x – 1) = 1;	2) log7(x2 + 6x) = 1;

					3) log2(x2 – x) = 1;	4) log4(7x + 4) – log4(2x – 1) = 1. 

				39.	1) x + 2x – 3 = 0;

				
					[image: ]
				

					2) 2log3(x – 1) = log3(1,5x + 1);

					3) log2(x2 + 4x + 1) = log2(6x + 2) – 1; 

					4) log3(3 – x) – 2log32 = 1 – log3(4 – x).

				40.	1)  = 1;	2)  = 1.

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
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				41.	1) log3(2x – 1) = 1 – log3(2x – 3);	

					2) log2(3x – 1) = 1 – log2(3x – 2).

					Теңдеулер жүйесiн шешiңдер (42—44):

				42.	1) 	2) 

				
					[image: ]
				

				43.	1) 	2) 

				
					[image: ]
				

				44.	1) 	2) 

				
					[image: ]
				

				IV. Теңсiздiктер 

					Көрсеткiштiк теңсiздiктердi шешiңдер (45—54):

				45.	1) m 82;	2) 9–4x > ;

				
					[image: ]
				

					3)  > 5;	4) < 36.

				
					[image: ]
				

				46.	1)  > 64;	2) < ;

				
					[image: ]
				

					3) 27 ·  < ;	4) 8 ·  > .

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				47.	1) 490,5x2 – 1 m ;	2) (0,16)0,5x2 – 3 l (2,5)–3;

					3) (0,04)3 – 0,5x2 l 125;	4) 90,5x2 – 2,5 < .

				48.	1) 7x2 – 2x > 343;	2) 63x – x2 < 36;

					3)  m 0;	4)  l 0.

				
					[image: ]
				

				49.	1) 27 · m ;	2) 25 · (5)–5x2 l 1253x;

				
					[image: ]
				

					3)  l ;	4) .

				
					[image: ]
				

				50.	1) ;	2) 25 · 0,2x(3+x) > 0,042x;

					3) 9x – 10 · 3x m –9;	4) 4x + 1 – 3 · 2x > 1.

				51.	1)  > 1;	2)  m 1;

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
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					3)  l 1;	4) < 1.

				
					[image: ]
				

				52.	1) 3 – 8 · 3–x – 31–2x l 0;	2) 5 · 4x + 3 · 10x – 2 · 25x m 0;

					3) 32x + 1 > 4 – 3x;	4) 8x + 3 · 4x – 2x + 2 – 12 l 0.

				53.	1) 5sinx l ;	2) 7cosx < ;

				
					[image: ]
				

					3) ;	4)  l .

				
					[image: ]
				

				54.	1) 7x – 5x + 2 > 2 · 7x – 1 – 118 · 5x – 1; 2) 5x – 3x + 1 > 2 · (5x – 1 – 3x – 2);

					3) 3x2 + 2 – 5x2 – 1 > 5x2 + 1 + 3x2 – 1;	4) 2x + 1 – 3x > 3x – 1 – 2x.

					Логарифмдiк теңсiздiктердi шешiңдер (55—63):

				55.	1) log4(5 – 3x) > 1;	2) log2(6 – 5x) < 1;

					3) log0,5(1 + 2x) < –1;	4)(4х – 3) > –1.

				56.	1)  l 0;	2) < 0;

				
					[image: ]
				

					3)  m 0;	4)  < –1.

				
					[image: ]
				

				57.	1) (3x – 8) < (2x – 9);	2) (7x + 1) l(x – 9);

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

					3) log5(x2 – 1) > log53;	4) log11(x2 + 7) < log11(6x – 1).

				58.	1) log2,7(x – 2) + log2,7 x > log2,7(x + 4);

					2) x + (x – 6) < (3x – 8);

				
					[image: ]
				

					3) log2(x – 1) + log2x m 1; 

					4) log3x + log3(x – 8) l 2.

				59.	1)  > –2;	2) log3 (4x – x2) l 1;

					3) log3 > log3 (2x – 1);	4) log0,8(x2 – 8) l log0,88.

				60.	1)  l 0;	2)  > 0;

				
					[image: ]
				

					3)  m 0;	4)  > 0.

				
					[image: ]
				

				61.	1)  m 0;	2) log12 l 0;

				
					[image: ]
				

					3)  l 0;	4)  m 0.

				
					[image: ]
				

				62.	1)  < –1;	2) log2 > 1;

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
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					3) log3 x + log3 (x – 1) > log3 x + 1;

					4) log0,1(x – 2) + 1 m log0,10,3 – log0,1x.

				63.	1) sin2x m ;	2) log13sinx + log13cosx > log13;

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

					3) log0,9(2cos4x) > log0,9;	4) tgx m 0.

				
					[image: ]
				

				V. Функция

					y = f(x) функциясының анықталу облысын табыңдар (64-65):

				64.	1) f(x) = 5 – ;	2) f(x) = 8 – ;	

				
					[image: ]
				

					3) f(x) =– log2(x + 1);	4) f(x) = 6x + log7(x2 – 1).

				65.	1) f(x) = log0,7 (x2 – 5x – 6);	2) f(x) = log5(x – 4) + log5x;

					3) f(x) = (4 – x2);	4) f(x) = log7 + lgx. 

				
					[image: ]
				

					y = f(x) функциясының мәндер жиынын табыңдар (66-67):

				66.	1) f(x) = 2 +;	2) f(x) = –3 +;	

				
					[image: ]
				

					3) f(x) = 2x + 2;	4) f(x) = 3 + . 

				67.	1) f(x) = 5x + 1 – 4;	2) f(x) = (3 – x); 

					3) f(x) = log2(x – 5);	4) f(x) = log5(7 – x).

					 “Жанды геометрия” немесе “GeoGebra” бағдарламасын қолданып y = f(x) функциясының графигiн салып, қасиеттерiн атаңдар (68-69):

				68.	1) f(x) = + 1;	2) f(x) = 3x + 3;	

					3) f(x) = 4x – 1 – 1;	4) f(x) = |2x + 2 – 5|. 

				69.	1) f(x) = log5(x + 1);	2) f(x) = 3 + (x – 1);

					3) f(x) = log6x – 2;	4) f(x) = 3 + log2(x + 2).

					y = f(x) функциясының таңба тұрақтылық аралықтарын табыңдар (70-71):

				70.	1) f(x) = – 1;	2) f(x) = 3;

				
					[image: ]
				

					3) f(x) = 3x – 3;	4) f(x) =  + 1.

				71.	1) f(x) = log5 (x – 1);	2) f(x) = (2 + x);

					3) f(x) = |log4x|;	4) f(x) = |5x – 5|.

				72.	y = f(x) функциясының өсу және кему аралықтарын табыңдар:

					1) f(x) = xe3x;	2) f(x) = 3x · ex;

					3) f(x) = x2 ex;	4) f(x) = x · e2x.
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				73.	y = f(x) функциясының графигiн салыңдар: 

					1) f(x) = 5log5(x2 – 1);	2) f(x) = ;

					3) f(x) = ;	4) f(x) = .

				
					[image: ]
				

				74.	y = f(x) функциясын зерттеп, графигiн салыңдар:

					1) f(x) = 4xe0,5x;	2) f(x) = xlnx;	

					3) f(x) = lnx – x;	4) f(x) = .

				75.	y = f(x) функциясының [a; b] кесiндiсiндегi ең үлкен және ең кiшi мәнiн табыңдар:

					1) f(x) = ,	[–1; 0];	2) f(x) = 2x – 4,	[–2; 2];

					3) f(x) = 3 + log5x,	;	4) f(x) = log4x – 1,	. 
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					y = f(x) функциясы үшiн графигi K(а; b) нүктесi арқылы өтетiн алғашқы функциясын табыңдар (76-77):

				76.	1) f(x) = , K(1; 1);	2) f(x) =  + 1, K; 
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					3) f(x) = 5ex,	K;	4) f(x) = e2x – 10x, K(0; 1).

				77.	1) f(x) = 16x3 + 3x2,	K(1; 2);	2) f(x) = + 7x6,	K(–1; 1);

					3) f(x) = , K;	4) f(x) = –,	K(5; 0).
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				78.	Берiлген графиктерi бойынша y = f(x) функциясына сипаттама берiңдер (62-, 63-суреттер).

					Берiлген сызықтармен шектелген жазық фигураның ауданын табыңдар (79—81):

				79.	1) y = x2 – 4x + 7,	y = 0,	x = 0,	x = 1;

					2) y = x2 + 6x – 8,	y = 0,	x = 0,	x = 2;
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							62-сурет

						

					

					
						
							63-сурет
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					3) y = x2 + 3x,	y = 0;

					4) y = 6x – x2,	y = 0.

				80.	1) y = x2 + 3x + 6,	y = 6;	2) y = 5x + x2 + 2,	y = 2;	

					3) y = 5 + 4x – x2,	y = x + 1;	4) y = 4 – x2, y = x2 – 2x.

				81.	1) y = , y = 1, x = 1;	2) y = , x + y = 6;	
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					3) y = , x + y = 3;	4) y = , y = –1, x = –1.
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					Теңдеудi графиктiк тәсiлмен шешiңдер (82-83):

				82.	1) 3x = x – 2;	2) log4 x = 2 – x;

					3) (0,2)x – x2 = 0;	4) x = x2 – 1 .

				83.	1) 5x = x2 + 1;	2) log2x = 2x;

					3) =+ 1 ;	4) x = – 1 .
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				Математикалық сауаттылық бойынша тапсырмалар

				84.	; ; 0,4π; ; 0,75π шамаларының арасынан ең кішісін көр-сетіңдер: 

				
					[image: ]
				

				 А) ;	В) ;	С) 0,75π;	D) ;	Е) 0,4π.
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				85.	Толық бұрыштың  бөлігі қанша градусқа тең:

					А) 540°;	В) 720°;	С) 560°;	D) 630°;	Е) 580°?

				86.	Егер а # c = а + 4с болса, онда (3 # 2) # (2 # 1) өрнегінің мәнін табыңдар:

					А) 34;	В) 32;	С) 35;	D) 33;	Е) 36.

				87.	450° қанша радианға тең: 

					А) 2,5π;	В) 5,2π;	С) 3,5π;	D) 5π;	Е) 4π?

				88.	Километрдің  бөлігі қанша метрді құрайды:

					А) 200 м;	В) 500 м;	С) 150 м;	D) 250 м;	Е) 750 м?

				89.	3,5π қанша градусты құрайды:

					А) 540°;	В) 720°;	С) 560°;	D) 630°; Е) 450°?

				90.	Біртаңбалы сандар үштаңбалы сандарға қарағанда қанша есе кем:

					А) 901 есе; В) 100 есе;	С) 10 есе; D) 900 есе;	Е) 899 есе?
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				91.	–9-дан 3-ке дейінгі –9 бен 3-ті қоса алғандағы сандар арасында қанша бүтін сан бар: 

					А) 13;	В) 14;	С) 12;	D) 15;	Е) 16? 

				92.	–5-тен 5-ке дейінгі аралыққа тиісті натурал сандар саны осы ара-лыққа тиісті бүтін сандар санынан қаншаға кем: 

					А) 4-ке;	В) 6-ға;	С) 5-ке;	D) 7-ге; 

				 Е) натурал және бүтін сандардың саны бірдей?

				93.	

				
					a

				

				
					n

				

				
					–8

				

				
					–0,8

				

				
					с

				

				
					m

				

				
					0,5

				

				
					6

				

					кестелерін қолданып 6a +  – 5n + 7m – 2 өрнегінің мәнін табың-дар:

					А) 2;	В) –2;	С) 50;	D) –50;	Е) 0.

				94.	А, В — әртүрлі цифрлар және = 2668 екені белгілі. А2 + В2 + 15 өрнегінің мәнін табыңдар: 

					А) 90;	В) 95; С) 100;	D) 110;	Е) 121.

				95.	а саны 28 000 санының 20%-ына тең. с саны 6000 санының 60%-ына тең. Ақиқат тұжырымды көрсетіңдер:

					А) а + с = 2400;	

					В) а – с = 2000; 

					С) а – с = 0;	

					D) 2а + с = 2400; 

					Е) с – а = 2400.

				96.	Фигураның боялған бөлігі фигураның қанша пайызын құрайды (64-сурет):

					А) 35%;	В) 40%;	С) 32%;	D) 36%; Е) 45%? 
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							64-сурет
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				 97.	Тік параллелепипед пішінді ыдыста 60 дм3 су бар. Ыдыстан 6 дм3 су құйып алынса, қалған судың көлемі судың алғашқы көлемінің қанша пайызын құрайды:

					А) 80%; В) 85%; С) 5%; D) 10%; Е) 90%?

				 98.	Кестеде оқушылардың 200 м-ге жүгіру нәтижелері берілген. 

				31-кесте

				
					Жүгіру нәтижелерінің интервалы (с-пен)

				

				
					30—32

				

				
					33-34

				

				
					35-36

				

				
					Нәтижелерді көрсеткен оқушылар саны

				

				
					9

				

				
					12

				

				
					15

				

					33-тен 36-ға дейінгі нәтижелерді көрсеткен оқушылар саны жалпы оқушылар санының қанша пайызын құрайды:

					А) 65%;	В) 75%;	С) 80%;	D) 70%;	Е) 60%?

				 99.	11-сынып оқушыларының саны 65-суретте көрсетілген. 

				65-сурет

					1) Егер 11 “Б” сыныбы оқушыларының саны 11 “Ә” және 11 “Г” сыныптарының оқушылары сандарының қосындысының 50%-ына тең болса, онда барлық оқушылардың санын табыңдар (65-сурет):

					А) 155;	В) 160;	С) 150;	D) 165;	Е) 170.

					2) Егер 11 “Б” сынып оқушыларының саны барлық оқушылар санының бестен бір бөлігіне тең болса, онда барлық оқушылар санын табыңдар:

					А) 170;	В) 150;	С) 160;	D) 165;	Е) 155.
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							11 “Г”
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				100.	66-суретте бір апта бойы дүкенге келген сатып алушылар саны кел-тірілген. Бір күндегі сатып алушылардың орташа санын табыңдар:

				66-сурет

					А) 130;	В) 110;	С) 125;	D) 120;	Е) 115.

				101.	Фигура тең шаршыларға бөлінген (67-сурет). 

				67-сурет

					1) Боялған бөліктің ауданы фигураның ауданынан қаншаға кем:	

					А) 22;	В) 24,5;	С) 26;	D) 28,5;	Е) 25? 

					2) Боялмаған бөлігінің ауданы фигураның боялған бөлігінің ауда-нынан қаншаға кем: 

					А) 2 кв. бірл.;	В) 4 кв. бірл.;	С) 6 кв. бірл.;

					D) 8 кв. бірл.;	Е) 5 кв. бірл.?

				102.	Тауардың бағасы 15 600 тг. Баға алдымен 20%-ға төмендеді, сосын 10%-ға көтерілді. Нәтижесінде тауардың бағасы қалай өзгерді: 

					А) 2018 тг-ге арзандады;	В) 2018 тг-ге қымбаттады; 

					С) 1872 тг-ге арзандады; D) 1872 тг-ге қымбаттады; 

					Е) бағалар өзгерген жоқ?
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				Глоссарий

				
					Анықталған интеграл

				

				
					f(x)dx өрнегі а-дан b-ға дейiнгi f(х) функциясының анықтал-ған интегралы деп аталады

					
						[image: ]
					

				

				
					Анықталмаған интеграл

				

				
					f(х) функциясының барлық алғашқы функцияларының жалпы түрін, яғни F(х) + С өрнегін осы функцияның анықталмаған интегралы деп аталады

				

				
					Алғашқы функция

				

				
					Кез келген Х жиынында өзгеретiн х үшiн F′(х) = f(х) теңдiгi орындалса, онда берiлген жиында f(х) функциясы үшiн F(х)  функциясы алғашқы функция деп аталады

				

				
					Бас жиынтық

				

				
					Бас жиынтық деп зерттеуге жататын барлық объектілердің немесе бір объектіге бірдей жағдайларда жүргізілетін барлық бақылаулардың мүмкін болатын нәтижелерінің жиынтығын айтады  

				

				
					Дәрежелік функция

				

				
					у = хr түрiнде берiлген функция дәрежелiк функция деп аталады. Мұндағы х — тәуелсiз айнымалы, r — кез келген рационал сан

				

				
					Дененің көлемін табу формуласы

				

				
					V = πy2 dx — дененің көлемін табу формуласы
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					Дискретті вариациялық қатар

				

				
					Дискретті вариациялық қатар деп сәйкес келетін жиіліктері немесе бөлінділері бойынша варианталардың бөліну жиынтығын айтады

				

				
					е саны

				

				
					е = 2,7182818289…

				

				
					Интегралдау 

				

				
					Функцияның белгілі туындысы бойынша алғашқы функциясын табу интегралдау деп аталады

				

				
					Иррационал теңдеу

				

				
					Айнымалысы түбiр таңбасының астында немесе бөлшек көрсет-кiштi дәреженiң негiзiнде берілген теңдеулер иррационал теңдеулер деп аталады

				

				
					Интервалды вариациялық қатар

				

				
					Интервалды вариациялық қатар деп жиіліктерімен немесе олардың әрқайсысына шама мәндерінің түсу жиіліктерімен түрленудің реттелген интервалдарының жиынтығын айтады

				

				
					Қисықсызықты трапеция

				

				
					Жоғарыдан үзiлiссiз, терiс емес у = f(х) функциясының графи-гiмен, ал төменгі жағынан Ох осiмен, бүйір жақтарынан х = а, х = b кесінділерімен шектелген жазық фигураны қисықсызықты трапеция деп атайды

				

				
					Көрсеткіштік теңдеу

				

				
					af(x) = аg(х) (a ≠ 1, a > 0) түрінде берілген немесе осы түрге келетін  теңдеудi көрсеткiштiк теңдеу деп атайды

				

				
					Көрсеткіштік теңсіздік

				

				
					af(x) > аg(x) (af(x) l аg(x), af(x) m аg(x), af(x) m аg(x)), a ≠ 1, a > 0, түрінде берілген немесе осы түрге келетін теңсіздіктi көрсеткiштiк теңсіздік деп атайды

				

				
					Көрсеткіштік функция

				

				
					у = ах (a ≠ 1, a > 0) формуласы арқылы берiлген функцияны көрсеткiштiк функция деп атайды

				

				
					Санның логарифмі

				

				
					Негiзi а болатын оң b санының логарифмi деп b санына тең болатын негiздiң дәреже көрсеткiшiн айтады
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					Логарифмдік теңдеу

				

				
					loga f(x) = log a g(х) (a ≠ 1, a > 0, f(x) > 0, g(х) > 0) түрінде берілген немесе осы түрге келетін теңдеудi көрсеткiштiк тең-деу деп атайды

				

				
					Логарифмдік теңсіздік

				

				
					loga f(x) > loga g(x) (loga f(x) < loga g(x), loga f(x) l loga g(x), loga f(x) m loga g(x)) a > 0, a ≠ 1, f(x) > 0, g(x) > 0 түрiнде берiлген немесе осы түрге келетiн теңсiздiктi логарифмдiк теңсiздiк деп атайды

				

				
					Логарифмдік функция

				

				
					у = logax (a ≠ 1, a > 0) формуласы арқылы берiлген функцияны логарифмдік функция деп атайды

				

				
					Натурал логарифм

				

				
					Негiзi е болатын санның логарифмi натурал логарифм деп аталады

				

				
					Ньютон—Лейбниц формуласы

				

				
					f(x)dx = F(b) – F(а)
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					п-ші дәрежелі арифметикалық түбір

				

				
					Теріс емес а санының п-шi дәрежелi арифметикалық түбiрi деп п-шi дәрежесi а-ға тең болатын терiс емес b санын айтады

				

				
					п-ші дәрежелі түбір

				

				
					а санының п-шi дәрежелi түбiрi деп п-шi дәрежесi а санына тең болатын b санын айтады

				

				
					Ондық логарифм

				

				
					Негiзi 10 саны болатын логарифмдi ондық логарифм деп атайды

				

				
					Рационал көрсеткішті дәреже

				

				
					a > 0 санының  (мұндағы  — қысқартылмайтын бөлшек) рационал көрсеткiштi дәрежесi деп am санынан алынған n-шi дәрежелi түбiрдiң мәнiн айтады
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				Жауаптары

				10-сыныптағы алгебра және анализ бастамалары курсын қайталауға 

				арналған жаттығулар

				3. 1) 8π; 2) 14π; 3) 8π; 4) 2π. 4. 1) πn, n ∈ Z; 2) πn, n ∈ Z;  + , k ∈ Z; 3) + πn, n ∈ Z;±(π – arccos 0,1) + 2πk, k ∈ Z. 5. 5) arctg3 + πk, k ∈ Z; –+ πn, n ∈ Z; 6) arctg + πk, k ∈ Z; –+ πn, n ∈ Z. 6. 4) [πn; + πn], n ∈ Z; 5) , n ∈ Z. 7. 1) [–4; –1] ∪ {1}. 8. 1) f(g(x)) = sin3x – 1; 6) g(q(f(x))) = sin. 9. 5) 27cos(4 – 3x)sin(8 – 6x); 8) –+. 10. 3) ; 4) . 11. 1) y = 13x – 16. 12. 1) –9; 4; 2) (–6; 2). 13. 1) (–∞; +∞) — кемиді; 2) (–∞; –6], [0; +∞) — өседі; [–6; –3), (–3; 0] —кемиді; 3) (–∞; –4), (–4; 4), (4; +∞) — өседі; 4) (–∞; –3), (–3; 0] — өседі; [0; 3), (3 +∞) —кемиді; 5) [0; +∞) — өседі; 6) [1; 2] — өседі; [2; +∞) — кемиді. 14. 2) (–∞; ] —кемиді; [; +∞) — өседі; xmin = . 15. 1) (–∞; –] — кемиді; [–; +∞) — өседі; ymin = –2,45. 16. 1) [–1; 5] — кемиді, xmax = –1; xmin = 5; 2) [–1,5; 2] —кемиді, xmax = –1,5; xmin = 2. 20. 1) Айдың 3, 15, 19-күндері; 2) төрт күн; 3) он бір күн; 4) 50%. 21. 1) 70 кг; 2) 4 кг. 22. 1) 20% — А банкі; 12% — В банкі; 2) 8%. 23. 1) D; 2) B. 24. C. 25. D.
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				I тарау. Алғашқы функция және интеграл

				1.5. 3) х3 + х2 – х + С; 4) 2х – 2х2 – х3 + С. 1.6. 3)  + С; 4) + С.1.7. 2) –5cosx + 6sinx + С; 4) –3ctgx – x9 + С. 1.10. 2) 2x + 2x2 + 1; 3) sin + .1.11. 2) –+ ; 4) –2ctgx + 5. 1.12. s(t) = t2 + t3 + C (м). 1.13. s(t) = t2 + 2t3 + C (м). 1.19. 1) (2х + 3)4 + С; 3) –cos(3х – 4) + С. 1.20. 3) х + 25ctg + C; 4) х + 36tg + C. 1.21. 2)  + 3sin + C; 4)  + + C. 1.22. 1) sin + С; 3) х + х3 + С. 1.23. 2) х –sin2х + С;3) 4cos + С; 4) –5sin+ С. 1.24. 1) – + ; 2) – + 4. 1.25. 1) tg + ; 2) –ctg + . 1.26. 1) s(t) = t3 + 3t + 6 (м); 2) s(t) = t3 + 2t + 25 (м). 2.1. 1) ; 2) . 2.2. 1) ; 2) . 2.3. 1) ; 2) . 2.4. 1) ; 2) ; 3) ; 4) . 2.5. 1) ; 2) . 2.6. 1) 13; 2) .2.7. 1) 2; 2) 1. 2.8. 1) 2 – 1; 2) 2. 2.9. 1) ; 2) . 2.10. 1)  кв. бірл.; 2)  кв. бірл. 3.1. 1) ; 2) 1; 3) ; 4) . 3.2. 1) 2; 2) ; 3) 1; 4) 6. 3.3. 1) 1; 2) 2; 3) ; 4) . 
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				3.4. 1) 4; 2) ; 3) ; 4) 58. 3.5. 1) ; 2) ; 3) ; 4) . 3.6. 1) 1 + ; 2) 1 + ; 3) ; 4)  – 2+ 4. 3.7. 1) 3; 2) 2; 3) –8; 4) 136. 3.8. 1) ; 2) ; 3) 2+ 2; 4)  – 3 –. 3.9. 1) ; 2) ; 3) –4; 4) 6. 3.10. 1) 21; 2) 20; 3) 33; 4) 36. 3.13. 1) 1; 2) 0; 3) 2; 4) –1. 3.14. 1) 30; 2) ; 3) –; 4) . 3.15. 1) ; 2) ; 3) ; 4) . 3.16. 1) ; 2) ; 3) ; 4) . 3.17. 1) ; 2) 10; 3) 13; 4) 10.3.18. 1) ; 2) ; 3) ; 4) –. 3.19. 1) ; 2) ; 3) 4; 4) . 3.20. 1) 1; 4; 2) 2; 6. 3.21. 1) 1; 4; 2) 2; 3. 3.22. 1) ; 2) (0; 1). 3.23. 1) (–∞; –0,8); 2) (–1; 2). 4.1. 1)  кв. бiрл.; 2)  кв. бiрл. 4.2. 1)  кв. бiрл.; 2)  кв. бiрл.; 3)  кв. бiрл.; 4)  кв. бiрл.4.3. 1)  кв. бiрл.; 2) 2 кв. бiрл.; 3)  кв. бiрл.; 4)  кв. бiрл. 4.4. 1) 4 кв. бiрл.; 2) 4 кв. бiрл. 4.5. 48,6π куб. бiрл. 4.6. 54,6π куб. бiрл. 4.7. 1)  куб. бiрл.; 2)  куб. бiрл. 4.8. 1) –1 кв. бiрл.; 2) 2(–1) кв. бiрл.; 3) 1 кв. бiрл.; 4)  кв. бiрл. 4.9. 1) 8 кв. бiрл.; 2)  кв. бiрл. 4.10. 1)  кв. бiрл.; 2) 4,5 кв. бiрл. 4.11. 1) 2 кв. бiрл.; 2) 2 кв. бiрл.; 3) 21 кв. бiрл.; 4) 2 кв. бірл.
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				II тарау. Дәреже мен түбір. Дәрежелік функция

				5.3. 1) –2; 2) 3; 3) –4; 4) –6. 5.4. 1) ; 2) ; 3) –; 4) . 5.5. 1) –2; 2) ±;3) ; 4) ±2. 5.6. 1) ±; 2) –10; 3) –2; 4) ±2. 5.7. 1) 13; 2) –729; 3) 7; 4) 2. 5.8. 1) 15; 2) 6; 3) 6; 4) 0,3. 5.9. 1) 10; 2) 6; 3) 6; 4) 15. 5.10. 1) 2; 2) –2; 3) 3; 4) –5. 5.11. 1) 2; 2) 2; 3) –3; 4) 2. 5.12. 1) 2ху2; 2) 4х2у2; 3) 3х4у4; 4) 2ху. 5.13. 1) ; 2) ; 3) ; 4) . 5.14. 1) x l 0 болғанда х; х < 0 болғанда х; 2) х; 3) х; 4) х. 5.15. 1) 2а; 2) 0; 3) 3b; 4) 0. 5.16. 1) –27; 2) 20; 3) 6; 4) 12. 5.17. 1) 0,75; 2) 2,96; 3) 2,216; 4) 17,625. 5.18. 1) 25,5; 2) 3749,9; 3) 106; 4) 0,6. 6.1. ; 2) ;3) ; 4) . 6.2. 1) ; 2) ; 3) ; 4) . 6.3. 1) 9; 2) ; 3) 128; 4) . 6.4. 1) ; 2) 20; 3) ; 4) . 6.5. 1) ; 2); 3) ; 4) . 6.6. 1); 4) . 6.7. 4) . 6.8. 1) ; 2) . 6.9. 1) ; 2) 4; 3) –21; 4) . 6.10. 1) ; 2) ; 3) ; 4) . 6.11. 2) ; 3) 3. 6.12. 1) [–1; +∞); 2) [0; +∞); 3) (0; +∞); 4) [3; +∞). 6.13. 1) ; 3) ab + b2 – 1; 4) (a – b)2. 6.14. 1) –1; 2) 1; 3) 3; 4) . 6.15. 1) –6,5; 2) –; 3) ; 4) 3. 6.16. 1) ; 2) 1 – a. 7.1. 1) 7; 2) 3; 3) 2; 4) 4. 
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				7.2. 1) 51; 2) 8 – 30; 3) 17 – 24; 4) 2. 7.3. 1) 3; 2) 2; 3) 3; 4) 4.7.4. 1) 7; 2) –2; 3) –1; 4) –. 7.5. 1) 1 + ; 2)  – 1; 3) ; 4) ;5) ; 6) 2; 7)  + ; 8) . 7.6. 2) 2– 1; 4) х – 1.7.7. 1) +; 2) p + q; 3) 0; 4). 7.8. 1) –; 2) ; 3)  + 2;
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				4) 3 +; 5) 4 + 2 + ; 6) 9 – 3 + ; 7); 8) . 7.9. 1) ; 2) 2b. 8.5. 1) [–5; +∞); 2) (3,5; +∞); 3) [–2; +∞); 4) ∪.8.8. 1) 68-сурет; 3) 69-сурет. 8.9. 1) 70-сурет; 4) 71-сурет. 9.3. 1) у = –27х + 4;2) у = 0,5х + 1,5; 3) у =х –; 4) у = –х + 5. 9.4. 3) f(–8) = 4; f(–1) = 1; 4) f(1) = 1; f(16) = 2. 9.5. 1) + C; 2) х–π + 1 + C; 3) – + C; 4) + C.9.6. 1) ; 2) 1; 3) ; 4) 315. 9.7. 1) 2 кв. бiрл.; 2)  кв. бiрл.; 3)  кв. бiрл.; 4)  кв. бiрл. 9.8. 1) + 2,5x1,5; 2) (– 2)+ ; 3) –+ ; 4) + 2,5x. 9.9. 1) у = –х + ; 2) у = х + ; 3) у = х + ;

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						
							70-сурет

						

					

					
						
							71-сурет

						

					

				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						
							68-сурет

						

					

					
						
							69-сурет

						

					

				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

			

		

	
		
			
				158

			

		

		
			
				4) у = 5х + 1. 9.10. 3) f(8) = ; f(27) = ; 4) f(1) = 1; f(16) = . 9.11. 1)  + C; 2)  + C; 3)  + C; 4) – + C. 9.12. 1) 3; 2) 4,5. 9.13. 1) ; 2) 15. 9.14. 1)  кв. бiрл.; 2)  кв. бiрл.; 3)  кв. бiрл.; 4)  кв. бiрл.
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				III тарау. Иррационал теңдеулер

				10.1. 1) [5; +∞); 2) (–∞; 7]; 3) R; 4) R. 10.2. 1) (–∞; 0]∪[8; +∞); 2) R; 3) (–∞; –6]∪[0; +∞);4) (–∞; –3,5]∪[3,5; +∞). 10.4. 1) [0; +∞); 2) [0; +∞); 3) [1; +∞); 4) [0; 5].10.5. 1) Болады; 2) болмайды; 3) х = –12 болады; х = –4 болмайды; 4) х = 2 болады;х = 1 болмайды. 10.6. 1) [–4; 5]; 2) [–7; 5]; 3) [3; +∞); 4) [–4; 4]. 10.7. 1) [–1; 15); 2) [7; 8); 3) (–6; 0)∪(6; +∞); 4) (–∞; –2)∪(–1; 2]. 11.1. 1) 14; 2) ±8; 3) ±2; 4) 3. 11.2. 1) 2; 2) 1; 3; 3) 1; 0; 4) 1. 11.3. 1) 1; 2) –1; 3) 0; 2; 4) 0; –1; 4. 11.4. 1) 0; 2) 2; 3) –3; 4) 0. 11.5. 1) 1;5; 2) 3; 4) 4. 11.6. 1) –; 2) ; 3) 7; 8; 4) 1. 11.7. 1) 2; 2) 4; 3) 1; 4) 2. 11.8. 2) 0; 1; 3) 1; 4) –. 11.9. 1) ; 2) ; 3) 0; –8; 4) 0. 
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				IV тарау. Көрсеткіштік және логарифмдік функциялар

				12.4. 1) (3; +∞); 2) (–2; +∞); 3) (–∞; 1); 4) (–4; +∞). 12.7. 1) ; 2) 5; 3) 1; 4) 6. 12.8. 1) 1; 2) а7; 3) b; 4) b1,4. 12.9. 3) 72-сурет; 4) 73-сурет. 12.11. 4) (–∞; 1). 12.12. 4) >>, өйткенi 5 +  > 1. 12.13. 1) 3; ; 2) 2; ; 3) 64; . 12.14. 1) 5; 2) 243; 3) 16; 4) 64. 12.15. 3) 74-сурет; 4) 75-сурет. 13.1. 3) log3 = –2. 13.2. 2) log2 = –6. 13.3. 4) log125= –. 13.8. 3) log77 = 1; log7 = –1; log7 49 = 2.13.9. 2) 5 = –1; 25 = –2;  = 4. 13.10. 1) 1; 2) 2; 3) 3; 4) 2. 13.11. 1) 11; 2) 13; 3) –3; 4) 50. 13.12. 1) 3; 2) 5; 3) 4; 4) –2. 13.13. 1) 8; 2) ; 3) –32; 4) 16.13.14. 1) ; 2) ; 3) 9; 4) 64; 5) ; 6) 1; 7) ; 8) 8. 13.15. 1) 1; 2) 0; 3) 2; 4) 1. 13.16. 1) ; 2) ; 3) –21; 4) 1. 13.17. 1) –; 2) ; 3) 1; 4) 36. 13.18. 1) 3; 2) ; 3) 3; 4) 6. 13.19. 2) 3 = log327; –1 = log3; –3 = log3; 1 = log33. 
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				13.20. 4) –3 +  lga – lgc – 3lgb; 8) lgc – 7 – lga – 9lgb. 14.1. 2) (–∞; 3,5); 3) (–∞; 1,6); 4) (–∞; –7) ∪ (7; +∞). 14.2. 1) (–1; 7); 2) (–∞; –8) ∪ (3,5; +∞); 3) (–5; 4); 4) (–∞; –4) ∪ (3; +∞). 14.7. 1) (–3; –2) ∪ (2; 3); 2) (1; +∞); 3) (1; +∞); 4) (0; 2) ∪ (6; +∞). 14.8. 1) (–∞; +∞); 2) (–∞; +∞); 3) [0; +∞); 4) [6; +∞). 14.10. 1) Бір нүктеде қиылысады; 2) қиылыспайды; 3) қиылыспайды; 4) екі нүктеде қиылысады. 14.11. 1) 0; 2; 2) –2; 1; 3) 0; 1; 4) 2; 4. 15.1. 4) –5e–x. 15.2. 4) 5ex(cosx – sinx). 15.3. 1) + cosx · lnx. 15.4. 3)  + C. 15.5. 4) . 15.6. 2)  кв. бiрл. 15.7. 4) 2x · 3x2 ln3 · lnx + . 15.8. 2) · . 15.9. 2) (–∞; –1] — кемидi;[–1; +∞) — өседi. 15.10. 1) x = 0 — минимум нүктесі; 2) x = 1 — минимум нүктесі. 15.11. y = + . 15.13. 1) (4x – 9); 2) –ln|x – 3| – 2. 15.14. 1) 1,5; 2) . 
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				V тарау. Көрсеткіштік және логарифмдік теңдеулер мен теңсіздіктер

				16.1. 1) 4; 2) 10; 3) 6; 4) –3. 16.2. 1) 3; 2) 6; 3) 6; 4) 2,4. 16.3. 1) 2; 2) 4; 3) 8; 4) 3. 16.4. 1) ±2; 2) 1; 3) –4; 3; 4) 3. 16.5. 1) 2; 2) –2; 1; 3) 4; 5; 4) –2; 4. 16.6. 1) 0;; 2) 2; 3; 3) –2,5; 3; 4) –3,5; 2. 16.8. 1) (1; 2), (2; 1); 2) (1; 2), (2; 1); 3) (2; 1,5); 4) (–5; –6). 16.9. 1) (3; –1); 2) (0; –0,5). 16.10. 1) 1; 5; 2) –2; 5; 3) –3,5; 2; 4) 1. 16.11. 1) 66; 2) 1; 3) 0; 4) 1,5. 16.12. 1) 5; 2) 1,5; 3) ±; 4) 0. 16.13. 1) 3; ; 2) ±4; 3) 0; 4) ±1. 16.14. 1) 1; 2; 2) 10; 3) 4; 4) 1; 0. 16.15. 1) (1; 2); 2) (1; 4), .16.16. 1) (2; 3); 2) (1; 2). 17.1. 1) 49; 2) ; 3) ; 4) . 17.2. 1) 12; 2) 0,5; 3) 0,01; 4) e. 17.3. 1) –2; 4; 2) –5; 1; 3) 1; 4) 2; 5. 17.4. 1) –1; 2) 5,5; 3) 10; 4) 4. 17.5. 1) 2; 3; 2) 6; 3) ; 4) . 17.6. 1) (9; 1); 4) (10; 10).17.7. 1) 9; 2) ; 3) 5; 4) 3; 5. 17.8. 1) 3; 3 +; 2) 1; 2; 3) –10; 4) 29. 17.9. 1) 1001;  + 1; 2) 100; 1000; 3) 10; ; 4) 1000; 0,1. 17.10. 1) 2; ; 2) 2; ; 3) 10; 100; 4) 0,1; . 17.11. 1) 2; 2) 2; 3) 4; 4) –1000. 17.12. 1) (2; 4); 2) (1; 1); 3) (14; 26); 4) (3; 5). 17.13. 1) (150; 50); 2) (2; 1); 3) (1; 1); 4) (1; 1). 18.1. 1) [5; +∞); 2) (2; +∞); 3) (–∞; 6]; 4) (–∞; 0). 18.2. 1) (–2; +∞); 2) (–∞; 1); 
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				3) ; 4) . 18.3. 1) ; 2) (–∞; –1]; 3) (–1; +∞); 4) . 18.4. 1) (–∞; 2]; 2)[–1; +∞); 3) (–∞; 3]; 4) (4; +∞). 18.5. 1) (2; +∞); 2) [4; +∞); 3) (–∞; 5); 4) (–∞; 4]. 18.6. 1) (0; 1); 2) (0; 2); 3) (1; +∞); 4) (–∞; 0)∪(1; +∞). 18.7. 1) (–∞; –1); 2) (0; +∞); 3) [2; +∞); 4) [–2; 2]. 18.8. 1) (2; 5]; 2) (–0,75; +∞);3) (–∞; –2] ∪ [2; +∞); 4) (–∞; –3] ∪ . 18.9. 1) (–∞; –3) ∪ (2; +∞); 2) (0; 1);3) [2; 3]; 4) (1; 2). 18.10. 1) [1; +∞); 2) (–∞; 1]; 3) (1; +∞); 4) (–1; 1). 18.11. 1) [1; +∞); 2) [0; 1]; 3) (2; +∞); 4)  ∪ , n ∈ Z. 18.12. 1) (–2; 1);2) (–∞; 0) ∪ [1; +∞); 3) [0; 1]; 4) (–1; 0). 18.13. 1) (0; +∞); 2) [1; +∞); 3) (–∞; 3); 4) . 18.14. 1) (2; 8]; 2) [1; 2); 3) [3; +∞); 4) (2,5; 3]. 19.1. 1) (16; +∞); 2) (8; +∞); 3) (0; 0,01); 4) (0; e]. 19.2. 1) ; 2) [0; 1,5); 3) (–0,2; +∞); 4) (2; 7). 19.3. 1) (1; +∞); 2); 3) ; 4) . 19.4. 1) (2,5; 6); 2) ; 3) (0; 0,6]; 4) (2; +∞).19.5. 1) (–4; –3) ∪ (2; +∞); 2) (2; 3); 3) (2; 7) ∪ (22; 27); 4) (4; +∞). 19.6. 1) (5; 18);2) (9; +∞). 19.7. 1) (0; 2); 2) (0; 8); 3) (0,7; +∞); 4) ∅. 19.8. 1); 2) (1; 3); 3) (0; 0,001) ∪ (10; +∞); 4). 19.9. 1) (2; +∞); 3)  ∪ ; 4) 0. 19.10. 1) (–∞; –2)∪(2; +∞); 2) (–∞; –) ∪ (; +∞); 3) [–4; –1); 4) . 19.11. 1)  ∪ ; 2) (–2; –1) ∪ (0; 1); 3) [1,5; 2). 19.12. 1) (–1; 1]; 2) ∅; 3) (–5; –4]; 4) ∅. 19.13. 1) [5; +∞); 2) (3; 7]. 
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				VІ тарау. Математикалық статистика элементтері 

				20.1. Таңдама көлемі — 20; варианталар — 2; 3; 5; 6.

				32-кесте

				
					Вариантасы

				

				
					2

				

				
					3

				

				
					5

				

				
					6

				

				
					Абсолют жиілік

				

				
					4

				

				
					6

				

				
					4

				

				
					6

				

				
					Салыстырмалы жиілік
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				20.2. Таңдама көлемі — 20; варианталар — 4; 8; 9; 10.

				33-кесте

				
					Вариантасы

				

				
					4

				

				
					8

				

				
					9

				

				
					10

				

				
					Абсолют жиілік

				

				
					5

				

				
					7

				

				
					4

				

				
					4

				

				
					Салыстырмалы жиілік
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					Салыстырмалы жиілік (%-бен)
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					35%
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					20%
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				20.3. Таңдама көлемі — 30.

				34-кесте

				
					Вариантасы

				

				
					2

				

				
					3

				

				
					4

				

				
					5

				

				
					Жиілігі

				

				
					1
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					11

				

				
					6

				

				
					Салыстырмалы жиілік
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					Салыстырмалы жиілік (%-бен)

				

				
					≈ 0,03%

				

				
					40%

				

				
					≈ 0,37%

				

				
					20%

				

				20.4. 1) Таңдама көлемі — 20; жиіліктер полигоны — 76-сурет.

				76-сурет

				3) Таңдама көлемі — 30. Жиіліктер полигоны — 77-сурет.

				77-сурет

				20.5. 1) Таңдама көлемі — 20. 

				35-кесте

				
					Вариантасы
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					Салыстырмалы жиілік (%-бен)
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				20.6. 1) Таңдама көлемі — 15. 

				36-кесте

				
					Вариантасы

				

				
					45

				

				
					48

				

				
					49

				

				
					50

				

				
					Жиілік

				

				
					4

				

				
					4

				

				
					3

				

				
					4

				

				
					Салыстырмалы жиілік 
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					Салыстырмалы жиілік (%-бен)

				

				
					≈ 0,27%

				

				
					≈ 0,27%

				

				
					20%

				

				
					≈ 0,27%

				

				21.1. 

				37-кесте

				
					Жұмысшылар разряды

				

				
					3

				

				
					4

				

				
					5

				

				
					6

				

				
					Жұмысшылар саны

				

				
					4

				

				
					6

				

				
					5

				

				
					5

				

				21.2. Таңдама көлемі — 40; мода — 3.

				38-кесте

				
					Саны
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					Оқушы саны
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				21.3. Таңдама көлемі — 30; мода — 13.

				39-кесте

				
					Екі орынды сан

				

				
					10
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					Қысқасы
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					2

				

				
					5

				

				
					4

				

				
					3

				

				
					1

				

				
					4

				

				21.4. Орташа мәні — 4,4.

				21.5. Орташа мәні — ≈ 14,9.

				21.6. 1) Жиіліктер полигоны — 78-сурет.
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				 78-сурет 79-сурет 

				2) Жиіліктер полигоны — 79-сурет.

				
					
						
							
								[image: ]
							

						

					

					
						[image: ]
					

					
						
							ni

						

					

					
						
							xi

						

					

					
						
							O

						

					

					
						
							1

						

					

					
						
							2

						

					

					
						
							2

						

					

					
						
							4

						

					

					
						
							6

						

					

					
						
							8

						

					

					
						
							10

						

					

					
						
							3

						

					

					
						
							4

						

					

					
						[image: ]
					

					
						
							5

						

					

					
						
							6

						

					

					
						
							7

						

					

					
						
							8

						

					

					
						
							9

						

					

					
						
							10

						

					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

					
						[image: ]
					

				

			

		

	
		
			
				163

			

		

		
			
				21.7. 

				40-кесте

				
					Массасы

				

				
					[35—39)

				

				
					[39—43)

				

				
					[43—47)

				

				
					[47—51)

				

				
					[51—54]

				

				
					Оқушы саны

				

				
					6

				

				
					5

				

				
					4

				

				
					3

				

				
					2

				

				І интервал: 35 + 37 + 36 + 38 + 35 + 36 = 217;

				ІІ интервал: 39 + 40 + 40 + 42 + 39 = 200;

				ІІІ интервал: 44 + 44 + 46 + 46 = 180;

				ІV интервал: 50 + 48 + 50 = 148;

				V интервал: 54 + 52 = 106.

				21.8. 25 – (7 + 4 + 8) = 6. Мәні (*) – 6.

				41-кесте

				
					Бағасы

				

				
					[500—800)

				

				
					[800—1100)

				

				
					[1100—1400)

				

				
					[1400—1700]

				

				
					Түрлер саны

				

				
					7

				

				
					4

				

				
					6

				

				
					8

				

				
					Салыстырмалы жиілік
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					Салыстырмалы жиілік (%-бен)

				

				
					28%

				

				
					16%

				

				
					24%

				

				
					32%

				

				22.1. Таңдама көлемі — 24.

				42-кесте

				
					Вариантасы
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					114

				

				
					Жиілік

				

				
					1
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					4

				

				
					3

				

				
					2

				

				
					Салыстырмалы жиілік
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					Салыстырмалы жиілік (%-бен)

				

				
					≈ 4%

				

				
					≈ 13%

				

				
					≈ 13%

				

				
					≈ 33%

				

				
					≈ 16%

				

				
					≈ 13%

				

				
					≈ 8%

				

				22.2. 1) Модасы — 111; медианасы — 111.

				Математикалық күтім: 

				(108 + 3 · 109 + 3 · 110 + 8 · 111 + 4 · 112 + 3 · 113 + 2 · 114) ≈ 111,17.

				2) Жиіліктер полигоны — 80-сурет.
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				80-сурет

				22.3. ((108 – 111,17)2 + (109 – 111,17)2 · 3 + (110 – 111,17)2 · 3 + (111 – – 111,17)2 · 8 + (112 – 111,17)2 · 4 + (113 – 111,17)2 · 3 + (114 – 111,17)2 · 2) ≈ 2,39.

				 ≈ 1,55.

				11-сынып алгебра және анализ бастамалары курсын қайталауға арналған жаттығулар

				1. 1) 0; 2) ; 3) ; 4) . 2. 1) 1 –; 2) ; 3) ; 4) . 3. 1) ; 2) ; 3) 10,5; 4) 135,6. 4. 1) 1 + е; 2) ; 3) 7 – 4e; 4) . 5. 1) e6 + ; 2) –; 3) –; 4) . 6. 1) ; 2) 5,2; 3) ; 4) . 7. 1) 12; 2) 750; 3) 56; 4) 20. 8. 1) 3; 2) 2; 3) 2; 4) 1. 9. 1) 3118; 2) 42; 3) –16; 4) 6; 5) 1; 6) 625. 10. 1) ; 2) –1; 3) 29; 4) ; 5) –; 6) 3. 11. 1); 2) 3; 3) 216; 4). 12. 1) 2b – 5a; 3) a + 1 –; 4) . 16. 1) b; 2) ||; 3)  + 2; 4)  + 5. 17. 1) ; 2) . 18. 1) ; 2) . 19. 1) 36; 2) 0. 25. 1) 8; 2) 0; –7; 3) ; 4) 0; 2. 26. 1) 3; 2) 2; 3) 0; –1; 4) 0. 27. 1) 4; 2) –1; 3) 3; 4) –1,5; 0. 28. 1) 1; 2) 9; 3) 10; 4) 11. 29. 1) 2πn, n ∈ Z;  + 2πk, k ∈ Z. 30. 1) –4; 2) –6; 3) –. 31. 1) ± + 2πn, n ∈Z; 2) (–1)n + 1 + πn, n ∈ Z. 32. 1) 4; 2) 2; 3) 1; 4) 2. 33. 1) 2; 2) 1; 3) 3; 4) 2. 34. 1) 1; 3; 2) 3; 2; 3) 1; –1; 4) –1; –2. 35. 1) ; –; 2) 1; 3) 6; 4) –1. 36. 1) 3; –3; 2) ±2; 3) 25; 4) 576. 37. 1) 3,5; –1; 2) 9; 3) 1; 4) 3. 38. 1) 2; 2) 1; –7; 3) –1; 2; 4) 8. 39. 1) 8; ; 2) 3,5; 3) 0; 4) 0. 40. 1) –2. 41. 1) 2; 2) 1. 42. 1) (1; 2), (2; 1); 2) (4; 2). 43. 1) (3; 4), (4; 3); 2). 44. 1) (2; 1); 2) (2,5; –5,5). 45. 1) (–∞; 1]; 2) (–∞; 1); 3) (–∞; –1) ∪ (1; +∞); 4) (0; +∞). 46. 1) (–∞; –2) ∪ (2; +∞); 2) (–∞; –)∪∪(; +∞); 3) (1; 2); 4) (–∞; 2)∪(2; +∞). 47. 1) [–2; 2]; 2) [–3; 3]; 3) (–∞; –3] ∪ [3; +∞); 4) (–3; 3). 48. 1) (–∞; –1)∪(3; +∞); 2) (–∞; 1)∪(2; +∞); 
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